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Riferimenti Ortogonali

Riferimento FP insieme di un punto P ∈ E3 e

di una terna di versori ortogonali (P, {ek}k=1,2,3)
Riferimento mobile

(O, {ik}k=1,2,3) Riferimento fisso

• Vettore Posizione xP ∈ E
3:

x(P ) := P −O

• Tensore Orientazione α ∈ SO(3):

α :=
3∑
k=1

ek ⊗ ik

• Proprietá

α ·αT := I3
αT = α−1

δα= ϕδ×α
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Riferimenti Ortogonali

• Riferimento mobile (P, {ek}k=1,2,3)

• Riferimento fisso (O, {ik}k=1,2,3)

• Rappresentazione di Vettori e Tensori

v =
3∑
k=1

ik vk =
3∑
k=1

ek v̄k

T =
3∑

j,k=1

Tj k ij ⊗ ik =
3∑

p,q=1

T̄p q ep ⊗ eq

• Cambiamento di Riferimento

v = α v̄

T = α T̄αT

v = α v̄

v× = α v̄×αT
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Richiami: Soluzioni delle Equazioni

Differenziali a Coefficienti Costanti

Equazione Differenziale

dx(ξ)

dξ
= a x(ξ) + b(ξ) ξ ∈ [0,1]

x(0) = x0

Soluzione

x(ξ) = exp(a ξ) (x0 + f(ξ))

exp(a ξ)
df(ξ)

dξ
= b(ξ)

x(ξ) = exp(a ξ)

(
x0 +

∫ ξ
0
exp(−a ζ)b(ζ)dζ

)

= exp(a ξ) x0 +
∫ ξ
0
exp(a (ξ − ζ))b(ζ)dζ

= exp(a ξ) x0 −
∫ 0
ξ
exp(a η)b(ξ − η)dη

= exp(a ξ) x0 +
∫ ξ
0
exp(a η)b(ξ − η)dη
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Richiami: Soluzioni delle Equazioni

Differenziali a Coefficienti Costanti

Coefficienti e termine noto costanti

dx(ξ)

dξ
= ax(ξ) + b ξ ∈ [0,1]

x(0) = x0

Soluzione

x(ξ) = exp(a ξ) x0 +
∫ ξ
0
exp(a η)dη b

= φ(ξ) x0 + ξψ(ξ)b

Operatore di Evoluzione:

φ(ξ) = exp(ξa) =
∞∑
k=0

(ξa)k

k!

Operatore di Convoluzione:

ψ(ξ) = dexp(ξa) =
exp(ξa)− 1

ξa
=

=
1

ξ

∫ ξ
0
φ(ζ)dζ =

∞∑
k=0

(ξa)k

(k+1)!
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Richiami: Soluzioni delle Equazioni

Differenziali a Coefficienti Costanti

Sistema Differenziale in Rn×n

dZ(ξ)

dξ
= AZ(ξ) = Z(ξ)Ā ξ ∈ [0,1]

Z(0) = Z0

Soluzione: Z(ξ) = φ(ξ)Z0 = Z0φ̄(ξ).

Operatore di Evoluzione:

φ(ξ) = exp(ξA) =
∞∑
k=0

(ξA)k

k!

φ̄(ξ) = exp(ξĀ) =
∞∑
k=0

(ξĀ)k

k!

Soprassegno

Descrizione Convettiva od in Assi mobili
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Richiami: Soluzioni delle Equazioni

Differenziali a Coefficienti Costanti

Sistema Differenziale in Rn×n

dZ(ξ)

dξ
= AZ(ξ) +B ξ ∈ [0,1]

Z(0) = Z0

Soluzione: Z(ξ) = φ(ξ)Z(0) + ξψ(ξ)B.

Operatore di Evoluzione:

φ(ξ) = exp(ξA) =
∞∑
k=0

(ξA)k

k!

Operatore di Convoluzione:

ψ(ξ) = dexp(ξA) =
exp(ξA)− I

ξA
=

=
1

ξ

∫ ξ
0
φ(ζ)dζ =

∞∑
k=0

(ξA)k

(k+1)!
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Proprietá degli Operatori di Evoluzione

& Convoluzione

Proprietá di exp(•)

Φ(0) = I

Φ(ξ2) ·Φ(ξ1) = Φ(ξ2 + ξ1)
Φ(ξ) = Φ−1(−ξ)

Proprietá di dexp(•)

Ψ−1(−ξ)−Ψ−1(ξ) = ξA

Relazioni Notevoli fra exp(•) e dexp(•)

Φ(ξ) = I+ ξA ·Ψ(ξ)
Φ(ξ) = Ψ(ξ) ·Ψ−1(−ξ)
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Rotazioni

Operatore di Evoluzione:

R(ϕ) = exp(ϕ×) =
∞∑
k=0

(ϕ×)
k

k!

Operatore di Convoluzione:

S(ϕ) = dexp(ϕ×) =
exp(ϕ×)− I3

ϕ×

=
∞∑
k=0

(ϕ×)
k

(k+1)!

9



Equazione alle Perturbazioni

Sistema Differenziale in R
n×n

dZ(ξ)

dξ
= AZ(ξ) ξ ∈ [0,1]

Z(0) = Z0

Sistema Perturbato:

dδZ(ξ)

dξ
= A δZ(ξ) + δAZ(ξ) ξ ∈ [0,1]

δZ(0) = 0

Soluzione:

δZ(ξ) = φ(ξ)
∫ ξ
0
φ(−ζ)δAφ(ζ)dζZ0

δZ(ξ)Z−1(ξ) = φ(ξ)

(∫ ξ
0
φ(−ζ)δAφ(ζ)dζ

)
φ(−ξ)

=
∫ ξ
0
φ(ζ)δAφ(−ζ)dζ

10



Perturbazioni di Rotazioni

Sistema Differenziale

dα(ξ)

dξ
= a×α(ξ) ξ ∈ [0,1]

α(0) = α0

Sistema Perturbato:

dδα(ξ)

dξ
= a× δα(ξ) + δa×α(ξ) ξ ∈ [0,1]

δα(0) = 0

Soluzione:

δα(ξ) = R(ξa)
∫ ξ
0
R(−ζa)δa×R(ζa)dζα0

ξa = ϕ

δα = ϕδ×α

ϕδ = S(ϕ) δϕ
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Perturbazioni di Rotazioni

δα(ξ)α−1(ξ) = ϕδ×

= R(ξa)

(∫ ξ
0
R(−ζa)δa×R(ζa)dζ

)
R(−ξa)

=
∫ ξ
0
R(ζa)δa×R(−ζa)dζ

=

(∫ ξ
0
R(ζa)dζδa

)
×

δ(ξa) = δϕ

ϕδ = S(ϕ) δϕ

S(ϕ) =
1

ξ

∫ ξ
0
R(ζa)dζ
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Tensore di Rotazione in Forma Finita

Prodotto Vettoriale Proprietá Ricorsiva

(ϕ×)
2 = ϕ⊗ ϕ− ϕ2I3

(ϕ×)
3 = −ϕ2ϕ×
ϕ =

√
ϕ · ϕ

Forme Finite

R(ϕ) =I3 + aϕ×+ b (ϕ×)
2

S(ϕ) =I3 + bϕ×+ c (ϕ×)
2

S−1(ϕ) =I3 − 1

2
ϕ×+ d (ϕ×)

2

Coefficenti

a =
sinϕ

ϕ
b =

1− cosϕ

ϕ2

c =
1− a
ϕ2

d =
1

ϕ2
(1− a

2b
)
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Rotazione: Problema Inverso

R(ϕ) =I3 + sinϕk×+ (1− cosϕ) (k×)2

ϕ =axial(log(R(ϕ)))

k =
ϕ

ϕ

cosϕ = 1/2 (Trace (R(ϕ))− 1)

If cosϕ > 0 then

s = sinϕk

s× =
R(ϕ)−R(ϕ)T

2

sinϕ =
√
s · s

ϕ = tan−1 (sinϕ, cosϕ)

ϕ =
ϕ

sinϕ
s
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Rotazione: Problema Inverso

R(ϕ) =I3 + sinϕk×+ (1− cosϕ) (k×)2

ϕ =axial(log(R(ϕ)))

k =
ϕ

ϕ

cosϕ = 1/2 (Trace (R(ϕ))− 1)

If cosϕ < 0 then

k⊗k= 1

1− cosϕ

(
R(ϕ) +R(ϕ)T

2
− cosϕ I3

)

k⊗ k→ k

sinϕ = −1/2Trace (k×R(ϕ))

ϕ = tan−1 (sinϕ, cosϕ)

ϕ = ϕk
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Autovettore del Tensore di Rotazione

Tensore Rotazione

α1 = R(ϕ) ·α0
Autovettore di Autovalore Unitario

R(ϕ) · ϕ = ϕ

Forma Convettiva

α1 = α0 ·R(ϕ̄)

R(ϕ̄) = α−1
0 ·R(ϕ) ·α0

= α−1
1 ·R(ϕ) ·α1

ϕ̄ = α−1
0 ·ϕ

= α−1
1 ·ϕ
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Composizione di Rotazioni

Ordine di Successione

R(ϕ) = R(ϕ1) ·R(ϕ0)
= R(ϕ2) ·R(ϕ1)

Relazione d’Ordine

R(ϕ2) = R(ϕ1) ·R(ϕ0) ·R−1(ϕ1)

= R(R(ϕ1) · ϕ0)

17



Angoli di Eulero

α = R(ψi3) ·R(θi1) ·R(φi3)
= R(φe3) ·R(θn) ·R(ψi3)

asse dei nodi n = R(ψi3) · i1
rotazione propria e3 = α · i3

= R(ψi3) ·R(θi1)i3

ψ Precessione 0 ≤ ψ ≤ 2π
θ Nutazione 0 < θ < π
φ Rotazione Propria 0 ≤ φ ≤ 2π
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Angoli di Eulero

c cos
s sin

ψ Precessione 0 ≤ ψ ≤ 2π
θ Nutazione 0 < θ < π
φ Rotazione Propria 0 ≤ φ ≤ 2π

[α] =


 cψ −sψ 0
sψ cψ 0
0 0 1




 1 0 0
0 cθ −sθ
0 sθ cθ




 cφ −sφ 0
sφ cφ 0
0 0 1




=


 cψcφ −sψcθsφ −cψsφ −sψcθcφ sψsθ
sψcφ +cψcθsφ −sψsφ +cψcθcφ −cψsθ

sθsφ sθcφ cθ
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Angoli di Eulero Problema Inverso

[α] =


 cψcφ −sψcθsφ −cψsφ −sψcθcφ sψsθ
sψcφ +cψcθsφ −sψsφ +cψcθcφ −cψsθ

sθsφ sθcφ cθ




{e3} 3a Colonna Matrice α

{i3}T = [0,0,1] {e3}T = [sψsθ,−cψsθ, cθ]

{̄i3} 3a Riga Matrice α

{ē3}T = [0,0,1] {̄i3}T = [sθsφ, sθcφ, cθ]

N Vettore Asse Nodi N = i3 × e3
n Versore Asse Nodi n = N/|N|

{N}T = [cψsθ, sψsθ,0] {n}T = [cψ, sψ,0]

{N̄}T = [sθcφ,−sθsφ,0] {n̄}T = [cφ,−sφ,0]
|N| = sθ i3 · e3 = cθ = α33

ψ = ATAN2(n2, n1)
θ = ATAN2(|N |, α33)
φ = ATAN2(n̄2, n̄1)
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Angoli di Eulero Velocitá Angolare

α̇ = Ṙ(ψi3) ·R(θi1) ·R(φi3)
+R(ψi3) · Ṙ(θi1) ·R(φi3)
+R(ψi3) ·R(θi1) · Ṙ(φi3)

α̇α−1 = ω×
= Ṙ(ψi3)R(θi1)R(φi3)R(−φi3)R(−θi1)R(−ψi3)
+R(ψi3)Ṙ(θi1)R(φi3)R(−φi3)R(−θi1)R(−ψi3)
+R(ψi3)R(θi1)Ṙ(φi3)R(−φi3)R(−θi1)R(−ψi3)

n = R(ψi3) · i1
e3 = α · i3 = R(ψi3) ·R(θi1)i3

ω× = ψ̇ i3×+θ̇ n×+φ̇ e3×

ω = ψ̇ i3+θ̇ n+φ̇ e3
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Angoli di Cardano

α = R(ψi3) ·R(θi2) ·R(φi1)
= R(φe1) ·R(θn) ·R(ψi3)

asse dei nodi n = R(ψi3) · i1
asse di bank e1 = α · i1

= R(ψi3) ·R(θi2)i1

ψ Azimuth ( Heading ) −π ≤ ψ ≤ π
θ Elevation ( Attitude ) −π/2 < θ < π/2
φ Bank ( Roll ) π ≤ φ ≤ π
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Angoli di Cardano

c cos
s sin

ψ Azimuth ( Heading ) −π ≤ ψ ≤ π
θ Elevation ( Attitude ) −π/2 < θ < π/2
φ Bank ( Roll ) π ≤ φ ≤ π

[α] =


 cψ −sψ 0
sψ cψ 0
0 0 1




 cθ 0 sθ

0 1 0
−sθ 0 cθ




 1 0 0
0 cφ −sφ
0 sφ cφ




=


 cψcθ −sψcφ +cψsθsφ sψsφ +cψsθcφ
sψcθ cψcφ +sψsθsφ −cψsφ +sψsθcφ
−sθ cθsφ cθcφ
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Angoli di Cardano Problema Inverso

[α] =


 cψcθ −sψcφ +cψsθsφ sψsφ +cψsθcφ
sψcθ cψcφ +sψsθsφ −cψsφ +sψsθcφ
−sθ cθsφ cθcφ




{e1} 1a Colonna Matrice α

{i3}T = [0,0,1] {e1}T = [cψcθ, sψcθ,−sθ]

{̄i3} 3a Riga Matrice α

{ē1}T = [1,0,0] {̄i3}T = [−sθ, cθsφ, cθcφ]

N Vettore Asse Nodi N = i3 × e1
n Versore Asse Nodi n = N/|N|

{N}T = [−sψcθ, cψcθ,0] {n}T = [−sψ, cψ,0]
{N̄}T = [0, cθcφ,−cθsφ] {n̄}T = [0, cφ,−sφ]

|N| = |cθ| i3 · e1 = sθ = α31

ψ = ATAN2(−n1, n2)
θ = ATAN2(−α31, |N |)
φ = ATAN2(−n̄3, n̄2)
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Angoli di Cardano Velocitá Angolare

α̇ = Ṙ(ψi3) ·R(θi2) ·R(φi1)
+R(ψi3) · Ṙ(θi2) ·R(φi1)
+R(ψi3) ·R(θi2) · Ṙ(φi1)

α̇α−1 = ω×
= Ṙ(ψi3)R(θi2)R(φi1)R(−φi1)R(−θi2)R(−ψi3)
+R(ψi3)Ṙ(θi2)R(φi1)R(−φi1)R(−θi2)R(−ψi3)
+R(ψi3)R(θi2)Ṙ(φi1)R(−φi1)R(−θi2)R(−ψi3)

n = R(ψi3) · i2
e3 = α · i1 = R(ψi3) ·R(θi2)i1

ω× = ψ̇ i3×+θ̇ n×+φ̇ e1×

ω = ψ̇ i3+θ̇ n+φ̇ e1
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Angoli di Bryant

α = R(φi1) ·R(θi2) ·R(ψi3)
= R(ψe3) ·R(θn) ·R(φi1)

asse dei nodi n = R(φi1) · i2
terzo asse e3 = α · i3

= R(φi1) ·R(θi2)i3

ψ −π ≤ ψ ≤ π
θ −π/2 < θ < π/2
φ π ≤ φ ≤ π
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Proiezione Stereografica &
Trasformazione Conforme

x = (x, y)

x2 + y2 = 1

S1 = {x ∈ E2 : x · x = 1}

Proiezione da x = (−1,0) sull’asse y

ξ =

√
1− x
1 + x

=

√
1− cos θ

1+ cos θ
= tan(θ/2)

Trasformazione Conforme

z =
eiθ − 1

eiθ+1
= i

sin θ

1+ cos θ
= i tan(θ/2)

Trasformazione di Möebieus

Z = (M+ I)−1(M− I)
M = (I− Z)−1(I+ Z)
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Trasformazione di Cayley

b× = (R+ I)−1(R− I)

b =
tan(φ/2)

φ
φ

R = (I− b×)−1(I+ b×)

Composizione di Rotazioni

R3 = R2R1

b3 =
b2 + b1 + b2 × b1

1− b2 · b1

1 + b23 =
(1 + b22)(1 + b

2
1)

(1− b2b1)2
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Trasformazione di Cayley

b× = (R+ I)−1(R− I)

b =
tan(φ/2)

φ
φ

R = (I− b×)−1(I+ b×)

R− I = 2X(b)

R+ I = 2(I+X(b))

X(b) = (I− b×)−1 − I

=
1

1+ b2
(I+ b×)b×

(R+ I)−1 = I− b×

b×X(b) = X(b)− b×
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Trasformazione di Cayley

ω = 2Y(b)ḃ

Y(b) =
I+ b×
1+ b2

R = Y(b)Y−1(−b)
= (2Y(b))(2Y(−b))−1

ḃ× = (R+ I)−1Ṙ− (R+ I)−1Ṙ(R+ I)−1(R− I)
= (R+ I)−1Ṙ(I− b×)

=
1

2
(I− b×)ω×R(I− b×)

=
1

2
(I− b×)ω×(I+ b×)

ω× = 2(I− b×)−1ḃ×(I+ b×)−1

= det(2Y(b))Y−1(−b)ḃ×Y−1(b)

X(b) = b×Y(b)
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Quaternioni

q = q0 + i q1 + j q2 + k q3

Tabella di Moltiplicazione

◦ 1 i j k

1 1 i j k
i i -1 k -j
j j -k -1 i
k k j -i -1

s = q ◦ r

s = [s0 s1 s2 s3]
T

q = [q0 q1 q2 q3]
T

r = [r0 r1 r2 r3]
T

s0 = q0 r0 − q1 r1 − q2 r2 − q3 r3
s1 = q0 r1 + q1 r0 + q2 r3 − q3 r2
s2 = q0 r2 + q2 r0 − q1 r3 + q3 r1
s3 = q0 r3 + q3 r0 + q1 r2 − q2 r1
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Quaternioni

s = q ◦ r

s0 = q0 r0 − q1 r1 − q2 r2 − q3 r3
s1 = q0 r1 + q1 r0 + q2 r3 − q3 r2
s2 = q0 r2 + q2 r0 − q1 r3 + q3 r1
s3 = q0 r3 + q3 r0 + q1 r2 − q2 r1

s =ML(q) r =MR(r)q

ML(q) =



q0 −q1 −q2 −q3
q1 q0 −q3 q2
q2 q3 q0 −q1
q3 −q2 q1 q0




MR(r) =



r0 −r1 −r2 −r3
r1 r0 r3 −r2
r2 −r3 r0 r1
r3 r2 −r1 r0
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Quaternioni

q = [q0 q1 q2 q3]
T

q = [q0 q
T
v ]
T

ML(q) =



q0 −q1 −q2 −q3
q1 q0 −q3 q2
q2 q3 q0 −q1
q3 −q2 q1 q0




MR(r) =



r0 −r1 −r2 −r3
r1 r0 r3 −r2
r2 −r3 r0 r1
r3 r2 −r1 r0




ML(q) =

[
q0 −qv
qv q0 I+ q×

]

MR(r) =

[
r0 −rv
rv r0 I− r×

]
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Quaternioni Unitari

e = [e0 e
T
v ]
T

e · e = e20 + ev · ev = 1

Parametri di Eulero

e0 = cos
ϕ

2

ev = sin
ϕ

2
u

R = I+2e0 (ev×) + 2 (ev×)2

ω = 2e0 ėv − 2ė0 ev+2 ev × ėv
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Quaternioni Unitari

ML(e)M
T
L(e) =MR(e)M

T
R(e) =

[
1 0T

0 I

]

ML(e)M
T
R(e) =M

T
R(e)ML(e) =

[
1 0T

0 R

]

MR(e)M
T
L(e) =M

T
L(e)MR(e) =

[
1 0T

0 RT

]

Ω = [Ω0Ω
T
v ]
T

Ω = 2MT
R(e)ė ė =

1

2
MR(e)Ω

Ω0 = 2 e · ė Ωv = ω

Ω̄ =

[
1 0T

0 RT

]
Ω =MT

L(e)MR(e)Ω

= 2MT
L(e)MR(e)M

T
R(e) ė

Ω̄ = 2MT
L(e)ė ė =

1

2
ML(e)Ω̄
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Moto Rigido

ux := x− o,
α := ek ⊗ ik,
uy := ux+ α r

Rappresentazione Omogenea

uy
4
:=

[
uy
1

]
, r

4
:=

[
r
1

]
.

uy
4
= C4(ux,α) r4

C4 =

[
α ux
0T
3

1

]
.
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Moto Rigido

C Tensore di Configurazione

Rappresentazione Quadridimensionale

C =

[
α u
0T
3

1

]

C−1 =

[
α−1 −α−1 u
0T
3

1

]

C1 =

[
α1 u1
0T
3

1

]
C2 =

[
α2 u2
0T
3

1

]
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Tensore di Spostamento Rigido

C1 =

[
α1 u1
0T
3

1

]
C2 =

[
α2 u2
0T
3

1

]

D = C2C
−1
1 =

[
R t
0T
3

1

]

R = α2α
−1
1 t = u2 −Ru1

D̄ = C−1
1 C2 =

[
R̄ d̄
0T
3

1

]

R̄ = α−1
1 α2 d̄ = α−1

2 u2 −α−1
1 u1
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Moto Rigido

uy := ux+ α r

Rappresentazione Omogenea

uy :=

[
uy
1

]
, r :=

[
r
1

]

uy = D4(ux,α) r

Rigid Displacement Operator D4

D4(•, *) :=
[
* •
0T
3

1

]
.

Translation Operator T4

T4(•) :=
[
I3 •
0T
3

1

]
,

Convection Operator A4

A4(*) :=

[
* 0
0T
3

1

]
,

D4(•, *) = T4(•)A4(*)
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