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1 Introduzione euristica alla curvatura di una curva piana

Uno dei concetti più importanti della geometria differenziale è quello di curvatura. Diamo un cenno
intuitivo al concetto di curvatura di una curva piana.

Cominciamo con le circonferenze. Intuitivamente, una circonferenza di raggio R > r deve avere una
curvatura minore di una circonferenza di raggio r: più piccolo è il raggio, più grande è la curvatura.
Dunque, è ragionevole definire la curvatura di una circonferenza di raggio r, in un suo qualunque
punto, come 1/r. Diciamo anche che la curvatura di una retta è nulla. Passiamo ora a definire la
curvatura di una qualunque curva piana. Come curva di riferimento per l’approssimazione, usiamo le
circonferenze, nel modo seguente. Fissiamo un punto P su una curva C e consideriamo la circonferenza
che passa per P e per altri due punti P ′, P ′′ vicini a P . Supponiamo che tale circonferenza tenda
a una posizione limite quando P ′, P ′′ tendono a P , sempre stando sulla curva C. Se questo accade,
questa circonferenza limite si chiama circonferenza osculatrice, o cerchio osculatore, il suo raggio r si
chiama raggio di curvatura della curva C in P , e k = 1/r si chiama la curvatura di C in P .

Dunque, come la direzione di una curva C in un suo punto P è data dalla retta tangente, cioè
dalla retta che meglio approssima la curva vicino al punto P , cos̀ı la curvatura della curva C in un
suo punto P è determinata dalla circonferenza osculatrice a C in P . Isaac Newton (1665) descrive la
circonferenza osculatrice nel punto P come la circonferenza passante per il punto P il cui centro O è
la posizione limite dell’intersezione della normale alla curva C in P e della normale alla curva in un
punto vicino Q. Il punto O si chiama centro di curvatura, OP = r è il raggio di curvatura e k = 1/r
è la curvatura.

Figure 1: Disegni di Newton (1671) sulla costruzione della circonferenza osculatrice. (Methodus Fluxionum).

Newton dimostra che, se la curva C è grafico della funzione y = f(x), la sua curvatura nel punto
P = (a, f(a)) è data da

k =
|f ′′(a)|

[1 + (f ′(a))2]
3/2

(1.1)

Noi dimostreremo questa formula più avanti; è un caso particolare di una formula che dà la curvatura
di una curva parametrizzata.
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2 Lunghezza d’arco

In questa lezione restringeremo la nostra attenzione a curve parametrizzate regolari, dette anche
immersioni, definite nel modo seguente.

Definizione 2.1 Una curva parametrizzata1

I
α−→ R3, t 7−→ α(t) = (x(t), y(t), z(t))

(I intervallo di R3) si dice regolare, ed è anche chiamata una immersione di I in R3, se è di classe
C1 (ossia le sue componenti x(t), y(t), z(t) sono derivabili, con derivata continua) e se, per ogni t in
I, il vettore tangente

α′(t) = (x′(t), y′(t), z′(t))

è diverso dal vettore nullo.

Definizione 2.2 Sia I
α−→ R3 una curva parametrizzata regolare e sia t0 ∈ I un valore fissato. La

lunghezza d’arco relativa a t0 (o a partire da t0) è la funzione definita su I

s(t) =

∫ t

t0

|α′(τ)| dτ (2.1)

per ogni t ∈ I, dove |α′(τ)| =
√
x′(τ)2 + y′(τ)2 + z′(τ)2 è la lunghezza del vettore tangente (o vettore

velocità istantanea) α′(τ).

Se t > t0, s(t) è una quantità positiva ed è uguale alla lunghezza dell’arco della curva α da t0 a t; se
invece t < t0, s(t) è l’opposto della lunghezza (positiva) dell’arco da t a t0.

Osservazione Si ricordi che il termine “velocità” è un po’ ambiguo, nel senso che può denotare
sia una quantità vettoriale sia una quantità scalare: occorre distinguere il vettore velocità (istantanea)
α′(t) (inglese: velocity) dal suo modulo, la velocità scalare (istantanea) |α′(t)| (inglese: speed).

Una curva parametrizzata I
α−→ R3 si dice semplice se la funzione α è iniettiva, cioè se:

Per ogni t1, t2 ∈ I, se t1 6= t2, allora α(t1) 6= α(t2)

Interpretazione cinematica: una curva è semplice se non passa mai due volte per lo stesso punto in
due istanti di tempo distinti, cioè se non ci sono auto-intersezioni.

Se I
α−→ R3 è una curva parametrizzata non semplice, e P = α(t1) = α(t2), con t1 6= t2, si dice che

P è un punto doppio della curva α.

2.1 Parametrizzazione alla lunghezza d’arco

Definizione 2.3 Si dice che la curva I
α−→ R3 (I intervallo di R) è parametrizzata con velocità

unitaria, o alla lunghezza d’arco, se, per ogni t in I,

|α′(t)| = 1 (2.2)

1A volte denoteremo una curva parametrizzata il cui codominio è R3 con una lettera sottolineata (come α) oppure
con una lettera in grassetto (come C), per ricordare che α(t) è un punto in R3.
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Vediamo qual è il significato della condizione (2.2).

1) Supponiamo che |α′(t)| = 1 per ogni t. Fissiamo un qualsiasi t0 ∈ I. Allora∫ t

t0

|α′(τ)| dτ =

∫ t

t0

1 dτ = t− t0

ossia la funzione lunghezza d’arco s(t) =
∫ t
t0
|α′(τ)| dτ è uguale a t− t0:

s(t) =

∫ t

t0

|α′(τ)| = t− t0 (2.3)

In altri termini, la differenza t− t0 dà la lunghezza, con segno, dell’arco di curva da t0 a t (positiva se
t > t0, negativa se t < t0).

2) Viceversa, supponiamo che la funzione lunghezza d’arco s(t) =
∫ t
t0
|α′(τ)| sia data da s(t) = t−t0,

per un opportuno t0 ∈ I. Allora s′(t) = d
dt (t − t0) = 1. Ma per il teorema fondamentale del calcolo

integrale s′(t) = |α′(t)| e quindi
|α′(t)| = 1 (2.4)

per ogni t ∈ I.

In conclusione:

La condizione |α′(t)| = 1 (vettore tangente unitario) equivale a dire che, fissato a piacere un t0 ∈ I,
la differenza t− t0 dà la lunghezza dell’arco di curva da t a t0 (presa con il segno + o −, in coerenza
con l’orientazione della curva).

2.2 Ogni curva regolare si può riparametrizzare alla lunghezza d’arco

In questo paragrafo dimostriamo quanto segue:

Data una qualunque curva parametrizzata regolare, è sempre possibile effettuare un cambio di
parametro, in modo tale che la nuova parametrizzazione sia alla lunghezza d’arco, cioè sia con ve-
locità unitaria.

Sia I
α−→ R3, t 7−→ α(t), una qualunque curva parametrizzata regolare. Fissiamo t0 ∈ I e conside-

riamo la funzione lunghezza d’arco s = s(t) relativa alla scelta del punto iniziale t0; come sappiamo,
tale funzione è definita, per ogni t ∈ I, da

s(t) =

∫ t

t0

|α′(τ)| dτ (2.5)

Chiamiamo J = s(I) l’immagine della funzione s, che è un intervallo di R. Poiché

s′(t) = |α′(t)| > 0

(per ogni t ∈ I) la funzione I
s−→ J è invertibile2. La derivata della funzione inversa J

s−1

−→ I, che
denoteremo più semplicemente t = t(s), è data (per il teorema sulla derivata della funzione inversa)
da

dt

ds
=

1(
ds
dt

) =
1

|α′(t(s))|
(2.6)

Possiamo allora dimostrare il seguente teorema.

2Da s(t) =
∫ t
t0
|α′(τ)| dτ segue s′(t) = |α′(t)| per il teorema fondamentale del calcolo integrale. Inoltre |α′(t)| > 0

perché la curva è regolare.
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Teorema 2.4 La curva data dall’applicazione composta α ◦ s−1

J −→ R3, s 7−→ α(t(s)) (2.7)

è parametrizzata alla lunghezza d’arco, ossia il vettore tangente d
dsα(s) ha sempre lunghezza unitaria.

Dimostrazione. Infatti, per la regola di derivazione di una funzione composta e per la formula (2.6),
si ha: ∣∣∣∣ ddsα(s)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ddsα(t(s))

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ddt [α(t)]t=t(s)
dt

ds

∣∣∣∣ = |α′(t(s))| 1

|α′(t(s))|
= 1 (2.8)

2

La curva α(t(s)) si chiama riparametrizzazione di α alla lunghezza d’arco (o con velocità unitaria).
Tale curva si ottiene dalla parametrizzazione α(t) ponendo t = t(s). Dunque, il teorema dimostrato
afferma in breve che ogni curva regolare si può parametrizzare alla lunghezza d’arco.

La parametrizzazione alla lunghezza d’arco, detta anche parametrizzazione naturale, ha un carattere
intrinseco ed è la più adatta a studiare le proprietà geometriche della curva.

3 La terna fondamentale: tangente, normale, binormale.

In tutto questo paragrafo supporremo che I
α−→ R3, s 7−→ α(s) sia una curva in R3 parametrizzata

con velocità unitaria (cioè con il parametro lunghezza d’arco).

3.1 Il vettore tangente T

Definizione 3.1 Il vettore tangente T alla curva α, parametrizzata alla lunghezza d’arco, in s è

T(s) = α′(s)

Poiché la curva è parametrizzata alla lunghezza d’arco, il vettore tangente T è unitario:

∀s ∈ I |T(s)| = 1 (3.1)

Penseremo a T (s) come a un vettore applicato nel punto α(s) e tangente alla curva α in tale punto.

T

α(s)

Figure 2: Fissata una parametrizzazione alla lunghezza d’arco, il vettore tangente T è il vettore unitario
T(s) = α′(s).
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Definizione 3.2 (Curvatura. Prima definizione.) La curvatura di una curva I
α−→ R3, s 7−→

α(s), parametrizzata alla lunghezza d’arco, in s ∈ I è il modulo del vettore accelerazione

k(s) = |T′(s)| = |α′′(s)| (3.2)

Dunque la curvatura nel punto α(s) misura la rapidità con la quale il vettore tangente unitario T(s)
si discosta dalla direzione tangente in s.

Più avanti daremo un’altra definizione della curvatura, più geometrica ma equivalente a quella data
sopra, e una formula per la curvatura quando il parametro non è la lunghezza d’arco.

Esempio. Per una retta, α(s) = us + b, (s ∈ R), il vettore tangente T = u è costante. Allora
T′(s) è nullo e quindi la curvatura è zero in ogni punto.

3.2 Il vettore normale N

Per definire il vettore normale, ci serve il risultato seguente.

Lemma 3.1 Se la lunghezza di un vettore v(t) ∈ R3 è costante (al variare di t in un intervallo I di
R), allora il vettore derivato v′(t) è ortogonale a v(t).

Dimostrazione. Poiché, per ipotesi, la lunghezza |v(t)|2 = v(t) · v(t) è costante, la sua derivata è
nulla. Quindi si ha:

0 = (v(t) · v(t))
′

= v′(t) · v(t) + v(t) · v′(t) = 2v′(t) · v(t)

Ne segue che v′(t) è ortogonale a v(t). 2

Il lemma che abbiamo dimostrato ha una semplice interpretazione geometrica, che ne rende evidente
l’enunciato. Dal momento che la lunghezza |v(t)| è costante, diciamo uguale a R, il vettore v(t)
(spiccato dall’origine) descrive un arco di circonferenza di centro l’origine e raggio R. Il vettore
derivato v′(t) deve essere tangente a questa circonferenza. Ne segue l’enunciato del teorema, perché
la tangente a una circonferenza è ortogonale al raggio, che è v(t).

Per il lemma appena dimostrato, poiché T ha lunghezza costante (|T| = 1), il vettore T′(s) è
ortogonale a T(s), ossia è ortogonale3 alla curva α.

Facciamo ora un’ipotesi, che ci servirà per definire il vettore normale N:

D’ora in poi, supponiamo che la curvatura k(s)(= |T′(s)|) sia diversa da zero in ogni s ∈ I.

Scriviamo allora

T′(s) = |T′(s)| T′(s)

|T′(s)|
= k(s) N(s) (3.3)

3Per definizione, un vettore si dice ortogonale a una curva in suo punto se è ortogonale alla tangente alla curva in
quel punto.

Pag. 6



Curve nello spazio Federico Lastaria, Analisi e Geometria 1

dove, per definizione,

N =
T′(s)

|T′(s)|
(3.4)

è il vettore T′(s) normalizzato e k(s) = |T′(s)| è la curvatura. Il vettore unitario N (ortogonale a T
per il lemma (3.1) dimostrato sopra), si chiama vettore normale.

Riassumendo:

Definizione 3.3 Sia I
α−→ R3 una curva parametrizzata alla lunghezza d’arco e sia s ∈ I un valore

del parametro per il quale si abbia T′(s) 6= 0. Allora il vettore normale N = N(s) in s è il vettore
unitario determinato in modo unico dall’uguaglianza

T′(s) = k(s) N(s) (3.5)

dove k(s) = |T′(s)| > 0 è la curvatura in s.

Negli eventuali punti in cui k(s) = |T′(s)| = 0, il vettore normale non è definito.

T
N

α(s)

Figure 3: Per una curva α(s) parametrizzata alla lunghezza d’arco, nell’ipotesi che la curvatura
k(s) =

∣∣T′(s)
∣∣ sia diversa da zero, il vettore normale N è definito come il normalizzato del vettore T′(s).

Poiché T ha lunghezza costante (|T| = 1), T′(s) è ortogonale a T e quindi anche N = k(s)T è ortogonale a
T.

3.3 Il vettore binormale B

Supponiamo ancora che la curva I
α−→ R3, s 7−→ α(s), sia parametrizzata con velocità unitaria.

Supponiamo anche che la curvatura k(s) = |T′(s)| sia sempre diversa da zero. Abbiamo visto che
allora si può definire il vettore (unitario) normale N, attraverso l’uguaglianza T′(s) = k(s) N(s).
Sotto queste ipotesi, definiamo il vettore binormale.

Definizione 3.4 Il vettore binormale B è il vettore (unitario)

B = T×N
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B

T
N

α(s)

Figure 4: Il riferimento mobile T,N,B. Per una curva α(s) parametrizzata alla lunghezza d’arco, il
vettore tangente T nel punto α(s) è definito come il vettore unitario T = α′(s). Nell’ipotesi che la curvatura
k(s) =

∣∣T′(s)
∣∣ sia sempre diversa da zero, il vettore normale N(s) è il normalizzato del vettore T′(s) e il

vettore binormale è B(s) = T(s)×N(s).

3.4 I piani osculatore, normale e rettificante.

Sia P = α(s) un punto, appartenente a una curva α (parametrizzata alla lunghezza d’arco), in cui la
curvatura k(s) = |T′(s)| sia diversa da zero. In tale punto è allora definito il triedro fondamentale,
costituito dai tre vettori T, N, B. Tali vettori individuano tre piani, che prendono i nomi seguenti.

• Il piano osculatore è il piano passante per P e contenente T e N;

• Il piano normale è il piano passante per P e contenente N e B, ossia passante per P e ortogonale
a T;

• Il piano rettificante è il piano passante per P e contenente T e B, ossia passante per P e
ortogonale a N;

4 Curvatura di una curva nello spazio

Abbiamo già dato una definizione di curvatura. Ora riprendiamo la questione, dando un’altra definizione
più geometrica e mostrando l’equivalenza con la definizione precedente.

Fissiamo su una curva α un punto P . Prendiamo sulla curva un altro punto Q, vicino a P .
Chiamiamo ∆s la lunghezza (positiva) dell’arco di curva da P a Q e denotiamo con ∆ϑ l’angolo
(positivo) tra i vettori tangenti unitari nei punti P e Q.
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∆ϑ

∆ s

P

Q

Definizione 4.1 (Curvatura. Seconda definizione.) Sia P un punto fissato sulla curva α. Il
limite (se esiste)

lim
Q→P

∆ϑ

∆s
= lim

∆s→0

∆ϑ

∆s
(4.1)

al tendere del punto Q sulla curva α al punto P , si chiama curvatura della curva α nel punto P .

Poiché si ha ∆s > 0 e ∆ϑ ≥ 0, la curvatura (se esiste) è maggiore o uguale a zero4.

La curvatura di una curva α in un punto P = α(t) si denota k(t).

Dunque, la curvatura k di una curva in un suo punto P misura la rapidità con la quale la curva si
discosta dalla direzione tangente in P .

Primi esempi.

1. Se α è una linea retta, allora ∆ϑ = 0 e quindi la curvatura k di una retta è nulla in ogni punto.

2. Se α è una circonferenza di raggio R, si ha ∆s = R∆ϑ e quindi k = lim∆s→0
∆ϑ
∆s = 1

R . Quindi
la curvatura di una circonferenza, in un suo qualunque punto, è l’inverso del raggio.

4.1 Formula per la curvatura con il parametro naturale

Il prossimo teorema dà una condizione sufficiente per l’esistenza della curvatura, e ne fornisce una
formula. Per comprendere l’enunciato del teorema, si ricordi che una curva parametrizzata

I
α−→ R3, t 7−→ α(t) = (x(t), y(t), z(t))

si dice:

1. regolare se le funzioni x(t), y(t), z(t) sono derivabili e il vettore tangente non è mai nullo:

α′(t) = (x′(t), y′(t), z′(t)) 6= (0, 0, 0)

per ogni t;

4Per le curve nel piano orientato R2, si può dare una nozione di curvatura con segno.
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2. di classe C2 se le funzioni x(t), y(t), z(t) sono derivabili due volte, con derivate seconde continue.

Teorema 4.2 (Formule per la curvatura con il parametro lunghezza d’arco) Sia I
α−→ R3

una curva regolare e di classe C2, parametrizzata mediante la lunghezza d’arco. Allora la curvatura
k(s) esiste in ogni suo punto e k(s) ed è uguale al modulo del vettore accelerazione α′′(s):

k(s) = |α′′(s)| (4.2)

Dimostrazione. Sia I
α−→ R3, s 7−→ α(s), una curva in R3 parametrizzata mediante la lunghezza

d’arco (a partire da un punto fissato sulla curva, che non importa specificare). Siano P = α(s)
un punto sulla curva e Q = α(s + ∆ s) un punto vicino (Qui ∆s può essere positivo o negativo).
Denotiamo con ∆ϑ l’angolo positivo tra i vettori tangenti α′(s) e α′(s + ∆ s) nei punti P e Q e con
|∆ s| la lunghezza dell’arco di curva da P a Q.

∆ϑ

|∆ s|

P = α(s)

Q = α(s+ ∆ s)
α′(s)

α′(s+ ∆ s)α′(s)

Figure 5: ∆ϑ è l’angolo (positivo) tra i due vettori tangenti unitari α′(s+ ∆ s) e α′(s), tangenti alla curva
α rispettivamente nei punti Q = α(s+ ∆ s) e P = α(s). Poiché il parametro è la lunghezza d’arco (misurata
a partire da un punto opportuno), la distanza, misurata sulla curva, tra P e Q è data da |∆s|. Il rapporto
∆ϑ/|∆s| dà una misura di quanto la curva α si discosta dalla direzione tangente nel punto α(s) lungo il
tratto lungo |∆s|. Il limite k(s) = lim∆s→0 ∆ϑ/|∆s| è, per definizione, la curvatura nel punto P = α(s). La
curvatura k(s) misura la rapidità con la quale la curva si discosta dalla direzione tangente.

Poiché i vettori tangenti α′(s) e α′(s+∆s) sono unitari (cioè di lunghezza uno) e formano un angolo
∆ϑ, si ha

|α′(s+ ∆s)− α′(s)| = 2 sin
∆ϑ

2
(4.3)

come si vede dalla figura qui sotto:
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α′(s+ ∆ s)α′(s)

|α′(s+ ∆ s)− α′(s)| = 2 sin ∆ϑ
2

∆ϑ
2

Figure 6: Il lato del triangolo isoscele è lungo 1 e l’angolo al vertice è ∆ϑ. Quindi la base è 2 sin ∆ϑ
2

.
Ma la base è la differenza vettoriale tra i lati; quindi la sua lunghezza è |α′(s + ∆ s) − α′(s)|. Dunque
|α′(s+ ∆ s)− α′(s)| = 2 sin ∆ϑ

2
.

Dunque,

|α′(s+ ∆ s)− α′(s)|
|∆s|

=
2 sin ∆ϑ

2

|∆s|

=
sin ∆ϑ

2
∆ϑ
2

· ∆ϑ

|∆s|

Si noti che quando ∆s→ 0, anche ∆ϑ→ 0. Allora, quando ∆s→ 0, il primo membro tende a |α′′(s)|,
mentre il secondo membro tende5 a k(s). Dunque, abbiamo dimostrato che

k(s) = |α′′(s)| (4.4)

2

Si ricordi che, se la curva α è descritta mediante il parametro naturale lunghezza d’arco, si pone,
per definizione,

α′(s) = T(s) (vettore unitario tangente) (4.5)

Inoltre (poiché T ha lunghezza costante) il vettore derivato T′(s) = α′′(s) è ortogonale a T(s), ma in
generale non ha lunghezza unitaria. Il normalizzato del vettore α′′(s) si denota N e si chiama vettore
(unitario) normale:

α′′(s) = T′(s) = |α′′(s)|N(s) = k(s)N (4.6)

Poiché abbiamo dimostrato (formula (4.4))che |α′′(s)| = k(s) è uguale alla curvatura, si ha

T′(s) = k(s)N (4.7)

4.2 Formula per la curvatura con un parametro arbitrario

In generale, trovare in modo esplicito la parametrizzazione mediante il parametro lunghezza d’arco è
difficile. Quindi è utile avere una formula che dà la curvatura di una curva quando il parametro è del
tutto arbitrario.

Teorema 4.3 (Formule per la curvatura con un parametro arbitrario) Sia I
α−→ R3 una curva

regolare e di classe C2, parametrizzata mediante un parametro arbitrario. Allora la curvatura k(t) es-
iste in ogni suo punto e

k(t) =
|α′(t)× α′′(t)|
|α′(t)|3

(4.8)

dove α′(t) = d
dtα(t) è il vettore tangente e α′′(t) = d

dtα
′(t) è il vettore accelerazione.

5Si noti che lim∆ϑ→0
sin ∆ϑ

2
∆ϑ
2

= 1 e lim∆s→0
∆ϑ
∆s

= k(s) per definizione.
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(Si noti che, ovviamente, la formula (4.8) si riduce alla formula (4.4) quando α = α(s) è parametriz-
zata con il parametro lunghezza d’arco. Infatti, se questo accade, si ha |α′(s)| = 1 e |α′(s)×α′′(s)| =
|α′′(s)|).

Dimostrazione. Denotiamo con

s = s(t) =

∫ t

t0

|α′(τ)| dτ (4.9)

la lunghezza d’arco a partire dal punto corrispondente al valore t = t0 del parametro t. Possiamo
pensare che α(t) sia funzione composta α(t) = α(s(t)). Allora, posto ds

dt = |α′(t)| = v(t) = v, si ha:

α′(t) =
d

dt
α(t) =

dα

ds

ds

dt
= vT (4.10)

dove, come al solito, T = dα
ds denota il vettore tangente unitario. Da qui segue:

α′′(t) =
d

dt
(
d

dt
α(t)) =

d

dt
(vT) =

dv

dt
T + v

dT

ds

ds

dt

=
dv

dt
T + v2kN (4.11)

A secondo membro, abbiamo utilizzato l’uguaglianza dT
ds = kN (formula (4.7)), dove k è la curvatura

e N il vettore unitario normale. Il prodotto vettore α′ × α′′ è dato allora da:

α′(t)× α′′(t) = (vT)× (
dv

dt
T + v2kN) = v3kT×N = v3kB (4.12)

dove T ×N = B è (per definizione) il vettore unitario binormale. Da α′(t) × α′′(t) = v3kB segue
(prendendo i moduli e ricordando che |B| = 1)

k =
|α′(t)× α′′(t)|

v3|B|
=
|α′(t)× α′′(t)|

v3
=
|α′(t)× α′′(t)|
|α′(t)|3

. (4.13)

come si voleva dimostrare. 2

Osservazione. Dalla formula ( 4.11),

α′′(t) =
dv

dt
T + v2kN

si legge che il vettore accelerazione α′′(t) sta nel piano osculatore T,N. Quindi il piano osculatore è
il piano passante per il punto α(t) e parallelo ai due vettori α′(t) e α′′(t).

Osservazione. Per trovare la terna T,N,B di una curva regolare α in t, si può procedere nel
modo seguente:

• Si trova α′(t) e lo si normalizza. In questo modo si ottiene il vettore tangente T.

• Si trova α′′(t). Il normalizzato del prodotto vettore α′(t)× α′′(t) è il vettore B.

• Il vettore N è allora dato da N = B×T.
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4.2.1 Formule per il calcolo della curvatura

Come casi particolari della formula (4.8) si ricavano, con un semplice conto, le seguenti formule.

1. Se α è una curva piana α(t) = (x(t), y(t)), allora

k(t) =
|x′y′′ − x′′y′|
(x′2 + y′2)3/2

(4.14)

2. Se α è un grafico y = f(x), allora

k(x) =
|f ′′(x)|

(1 + f ′(x)2)3/2
(4.15)

4.3 Cerchio osculatore e raggio di curvatura

Il piano osculatore e la curvatura hanno le seguenti interpretazioni geometriche. (Si tratta di risultati
classici di geometria differenziale, che enunciamo senza dimostrazione). Per ottenere la curvatura
k(s) consideriamo tre punti vicini α(s− ε), α(s), α(s+ ε) sulla curva α. Se questi tre punti non sono
allineati su una stessa retta (e in genere non lo sono) essi determinano un cerchio Cε che ha un certo
raggio r(ε), passa per il punto α(s) e sta su un certo piano Pε. Sotto opportune (deboli) ipotesi, si
dimostra che:

• Il limε→0 Pε, cioè la posizione limite che il piano Pε assume quando ε→ 0, è il piano osculatore;

• il limite r(s) = limε→0 r(ε) è l’inverso della curvatura (nell’ipotesi k(s) 6= 0):

lim
ε→0

r(ε) = r(s) =
1

k(s)
(4.16)

Il numero r(s) si chiama raggio di curvatura (della curva α in s).

C C = P + 1
kN

P

NT

Figure 7: Il cerchio osculatore alla curva α nel punto P è il cerchio contenuto nel piano osculatore (T,N),
tangente alla curva nel punto P , situato dalla parte del vettore normale N e il cui raggio è r = 1/k, dove k
è la curvatura ( 6= 0) nel punto P . Il suo raggio r = 1/k si chiama raggio di curvatura (nel punto P ) e il suo
centro C = P + 1

k
N si chiama centro di curvatura (nel punto P ). Il cerchio osculatore è il cerchio che meglio

approssima la curva vicino a P . Coincide con la posizione limite del cerchio passante per tre punti P1, P2, P3

vicini a P , al tendere di tali punti a P .
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Poiché la curvatura è l’inverso del raggio di curvatura, k = 1
r , la formula (4.11)

α′′(t) =
dv

dt
T + v2kN (4.17)

che dà la decomposizione dell’accelerazione (rispetto a un parametro arbitrario), si scrive anche:

α′′(t) =
dv

dt
T +

v2

r
N (4.18)

Dunque, l’accelerazione si decompone in una componente tangenziale, la cui intensità è la derivata
dv
dt del modulo della velocità, e in una normale, la cui intensità è il rapporto v2

r fra il quadrato della
velocità e il raggio di curvatura, ovvero, il che è lo stesso, è il prodotto v2 k del quadrato della velocità
e della curvatura..

La componente v2

r N dell’accelerazione si chiama accelerazione centripeta, e punta verso il centro del
cerchio osculatore. Nel caso di un moto circolare uniforme, ad esempio, la componente tangenziale è

nulla (dvdt = 0) l’accelerazione è tutta centripeta e di intensità v2

r , dove r è il raggio della circonferenza.

4.4 Torsione di una curva

Consideriamo una curva I
α−→ R3, s 7−→ α(s) parametrizzata alla lunghezza d’arco (cioè con velocità

unitaria: |α′(s)| = 1). Supponiamo che la curvatura k(s) = |T′(s)| sia diversa da zero per ogni s ∈ I.
Abbiamo visto che, in questo caso, possiamo definire, per ogni s ∈ I, la terna fondamentale di Frenet
T,N,B (Tangente, Normale, Binormale):

T(s) = α′(s), N(s) =
T′(s)

|T′(s)|
=

1

k(s)
T′(s), B(s) = T(s)×N(s) (4.19)

Ricordiamo come abbiamo giustificato la definizione di curvatura k(s) = |T′(s)|: siccome il vettore
tangente ha lunghezza unitaria (|T(s)| = |α′(s)| = 1), la norma del vettore derivato |T′(s)|(= |α′′(s)|)
misura la rapidità di variazione dell’angolo che tangenti in punti vicini formano con la tangente T(s).

Ora, in modo analogo, consideriamo il vettore derivato B′(s) del vettore binormale B(s). Dimos-
triamo anzitutto:

Teorema 4.4 Il vettore B′(s) è multiplo di N(s).

Dimostrazione. Infatti, B′(s) è ortogonale a B(s), perché il vettore B(s) ha lunghezza costante. (Si
veda il Lemma 3.1). D’altro canto, calcoliamo la derivata di B(s)(= T(s)×N(s)):

B′(s) = T′(s)×N(s) + T(s)×N′(s)

= k(s)N(s)×N(s) + T(s)×N′(s)

= T(s)×N′(s) (perché N(s)×N(s) = 0).

Da B′(s) = T(s)×N′(s), segue che B′(s) è ortogonale a T(s). In definitiva, B′(s) è ortogonale sia a
B(s) sia a T(s); pertanto deve essere un multiplo di N(s). 2

Per il teorema precedente, si deve avere

B′(s) = τ(s)N(s) (4.20)

dove τ = τ(s) è una funzione definita sull’intervallo I sul quale è definita la curva.
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Definizione 4.5 Sia I
α−→ R3, s 7−→ α(s) una curva parametrizzata alla lunghezza d’arco, e sup-

poniamo che la curvatura k(s) sia diversa da zero per ogni s ∈ I. Il numero τ(s) definito da
B′(s) = τ(s)N(s) si chiama torsione di α in s.6

Si noti che la torsione τ(s) può essere positiva, nulla o negativa (mentre la curvatura k(s) = |T′(s)|
è positiva).

Per (4.20), |τ(s)| = |B′(s)|. Dal momento che B′(s) è un vettore unitario, la lunghezza |B′(s)|(=
τ(s)) misura la rapidità di variazione del piano osculatore vicino a s; vale a dire, τ(s) dà una misura
della rapidità con la quale la curva si discosta, in un intorno di s, dal piano osculatore in s.

Teorema 4.6 7 Una curva I
α−→ R3, parametrizzata alla lunghezza d’arco e con curvatura k(s)

diversa da zero per ogni s ∈ I, è tutta contenuta in un piano se, e solo se, la sua torsione τ è nulla
in ogni punto.

Dimostrazione. Se la curva α è piana (cioè se l’immagine α(I) è tutta contenuta in un piano), allora il
piano della curva coincide con il piano osculatore; di conseguenza, B(s) è costante e quindi τ(s) = 0 per
ogni s ∈ I. Viceversa, supponiamo τ(s) = 0 per ogni s ∈ I (e k(s) 6= 0); allora B′(s) = τ(s)N(s) = 0
e quindi B(s) = B0 è costante. Dunque

(α(s) ·B0)′ = α′(s) ·B0 = T ·B0 = 0

Da (α(s) ·B0)′ = 0 segue α(s) ·B0 = d, dove d è una costante reale. Quindi α(s) è contenuto in un
piano ortogonale a B0, e quindi abbiamo dimostrato che α è una curva piana. 2

Terminiamo con l’enunciato del teorema fondamentale sulle curve. In breve, questo teorema afferma
che curvatura e torsione individuano una curva in modo unico, a meno della posizione della curva
stessa nello spazio.

Teorema 4.7 (Teorema fondamentale della teoria delle curve nello spazio) Siano

k, τ : I −→ R

funzioni continue su un intervallo I, con k > 0 su I. Allora esiste una curva I
α−→ R3, parametrizzata

alla lunghezza d’arco, le cui funzioni di curvatura e di torsione sono k e τ . Inoltre, due curve di questo
tipo (ossia, con la stessa curvatura k e la stessa torsione τ) differiscono per un movimento rigido (cioè
si ottengono una dall’altra mediante una traslazione seguita da una rotazione).

6Attenzione: In alcuni testi si definisce la torsione τ con il segno opposto, cioè attraverso l’uguaglianza B′(s) =
−τN(s).

7Non dimostrato a lezione.
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