POLITECNICO DI MILANO — INGEGNERIA INDUSTRIALE

A.A 2021-22 — Analisi e Geometria 1 I Appello — 14 Gennaio 2022
I Appello

Cognome:

Nome: Matricola:

Punteggio Totale: Nr. di iscrizione:

Parte Prima: Questionario. (20 punti)

1. (1 affermazione corretta, 1 punto) Poniamo:

A={z€C]| |z|] <1, 0<Im(z) < Re(2)}, B={weC|w=iz, ze€A}

Allora, nel piano di Gauss:

(a) A é contenuto nel secondo quadrante. O
(b) B é contenuto nel terzo quadrante. O
(¢) AU B é contenuto nel semipiano superiore. )
(d) AU B ¢ contenuto nel semipiano inferiore. O
(e) Nessuna delle altre affermazioni & corretta. O
2. (1 affermazione corretta; 1 punto) Definiamo f : R — R,
Bz?  sex <0
fa={
e —pB sex>0
Per quale valore del parametro 8 € R la funzione ¢ derivabile due volte in x = 07
(a) B=0. O
(b) B=2. O
(c) B=1. O
(d) = O
(e) Non esiste alcun 8 € R che soddisfi la condizione richiesta. O
ot + 22
3. (1 affermazione corretta; 1 punto) Data la funzione f(x) = 5 allora
(a) 3 x € (0,1) tale che la retta tangente al grafico in (z, f(z)) ¢ parallela all’asse z. (O
(b) 3z € (0,1) tale che la retta tangente al grafico in (x, f(x)) ¢ parallela all’asse y. O
)

(c) 3z €(0,1) tale che la retta tangente al grafico in (z, f(x)) ¢ parallela alla bisettrice

del secondo e quarto quadrante.

(d) 3z € (0,1) tale che la retta tangente al grafico in (z, f(x)) ¢ parallela alla bisettri

del primo e terzo quadrante.

(e) Nessuna delle altre affermazioni é corretta.

O &% O



2(x —sinx) +2Inv1+ 23

4. (1 affermazione corretta, 2 punti) Il limite ili% TP vale
() —1. o
(b) —2. O
(c) 1. 9!
(d) 2. O
(e) Nessuna delle altre affermazioni & corretta. O

5. (1 affermazione corretta, 1 punto) Sia S l'insieme delle soluzioni, nel piano complesso,
dell’equazione:
2422 —18-6i=0
(a) S
(b) S = {S—i—i, -3 —i}.
(c) S
)
)

(d) S ¢é un insieme infinito.

OO0 O0O&O

(e) Nessuna della altre affermazioni é corretta.

6. (1 affermazione corretta; 2 punti) La successione
1
an:(lf\/ﬁ)(emfl), neN

(a
(b

) ¢ limitata superiormente.

)
(c) soddisfa: a,, < —1 definitivamente.
(d)

)

soddisfa: a, > 1 definitivamente.

d

(e) non ¢ inferiormente limitata.

non ¢é superiormente limitata.

CHONONGEGN

7. (1 affermazione corretta; 2 punti) Si consideri la seguente funzione

flx) =2+ Vax? -2z +5.

(a
(b

) f ammette asintoto orizzontale y = 1 per x — +o0.

)
(¢) f ammette asintoto obliquo y = 2z — 1 per z — +o0.
)

)

f ammette asintoto orizzontale y = —1 per x — 4o00.

(d) f ammette asintoto obliquo y = 2z + 2 per z — +o0.

OO0O&0O0

(e) Nessuna delle altre affermazioni & corretta.



8. (1 affermazione corretta, 1 punto) La retta r contenente il punto @ = (1,2,3) e perpen-
dicolare al piano 7 contenente i punti A = (1,0,0), B = (0,1,0) e C = (0,0,1) coincide

con

) lasse x.

) r={(1+t2+t3+1t) €R3 teR}.
) lasse y.
) T
) N

(a
(b
(c
(d
(e

={(1-t,2+t,3—-t) €eR3 teR}

essuna delle altre affermazioni é corretta.

OO0 O0O&O

9. (1 affermazione corretta, 2 punti) Si consideri la curva I' C R? parametrizzata da

Y(t) = <1,—t, t;) . tel0,V3]

(a) T' & parametrizzata alla lunghezza d’arco.

Y
(b) /1“(1 FEWET ds = 0.
(c) / %ds =1nV3.

r (1 +22)3/2

Y
——————=ds = —1In2.
) /F (1+2Z)3/2 s n

(e) Nessuna delle altre affermazioni & corretta.

O & O O O

10. (1 affermazione corretta; 2 punti) Sia f : [0, 1] — R una qualunque funzione limitata.

a

(
(b

Se f ¢ integrabile, allora la funzione F'(z fo t) dt & derivabile su [0, 1].

se f ¢ integrabile allora f € continua.

)
)
(c) Se f ¢ continua, allora la funzione G(x fo t)dt ¢ derivabile su [0, 1].
(d) Se f é integrabile e fO t)dt = 0, allora f ¢ identicamente nulla.

)

(e) f ¢ integrabile su [0, 1].

OO &0OO0

11. (1 affermazione corretta, 2 punti) L’integrale

/+oo 2+10g( +4$2)
0

d R
A+ a0z ™ €%

converge se

(a) a>0.
(b)
(¢c) 0<a<3.
(d)

)

(e) Nessuna delle altre affermazioni ¢ corretta.

a > 3.

OO&0O0



12. (1 affermazione corretta, 1 punto) Si consideri la serie numerica:

+oo

n 1
2V D

n=1

a) La serie converge assolutamente e non € convergente.

(c

(d) Tutte le altre affermazioni sono false.

(a)
(b) La serie non ¢ assolutamente convergente.
) La serie diverge a —oc.

)

O O0O&O0

13. (1 affermazione corretta, 1 punto) Si consideri la serie numerica:

+oo

n 1
Z(_l) n(n+1)

n=1

La serie & convergente e assolutamente convergente.
La serie non € convergente.
La serie diverge a +o00.

Tutte le altre affermazioni sono false.

O OO0O&

14. (1 affermazione corretta, 1 punto) Poniamo:

3z L2
F(x) = e T dt, reR
0

OO0 00O«



Parte seconda: Esercizio e questione teorica. (12 punti)

T+ 2
f($):\3/x27+1 zeR

a) Determinare zeri, segno e asintoti di f.

Poniamo:

b) Calcolare la derivata f’ e stabilire dove f non & derivabile. Determinare i punti di massimo
e di minimo locale.

c¢) Disegnare un grafico qualitativo della funzione f. (Non é richiesto lo studio della derivata
seconda. Ma ¢ richiesto che il grafico tenga conto delle informazioni che sono state ricavate
a prescindere dalla derivata seconda. In particolare, si studi il grafico vicino ai punti in cui
f mon & derivabile.)

d) Calcolare I'integrale:

/ﬁ T+ 2
S de
0 xT +1

e) Sia ) a, una serie a termini positivi. Dall’ipotesi:

IpoTESI 1 Jre(0,1) VneN a, <r

cosa segue, riguardo alla convergenza? E dall’ipotesi:

IPOTESI 2 Per infinitin, a, >1

cosa segue? Dimostrare quanto si afferma con chiarezza e rigore.

SOLUZIONE

et

(a) Zeri: x = —2. Segno: f(x) > 0 se, e solo se, x > —2; Asintoti: y = 0 asintoto a +oo.

(b) Se x # -2,

() 1(:U+2)§ 1- (22 +1)— (z+2) 2z <m2+1>§ —z? —dx +1
r)=—|—— . o .

3\z2 +1 (x241)2 x+2 3(z2 +1)2
Nel punto zg = —2, la funzione f non ¢é derivabile e

lim f'(z) =400 = lim f/(x)

z——2%1 r——2"
La derivata si annulla esattamente nei punti in cui —2? — 4z 4+ 1 =0:
1 =—2— /5, g =—-2+V5

21 € punto di minimo locale; z2 é punto di massimo locale.

()
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V3 42 1 [V3 2 V3o
1= 22— 2 gpae| 4
/0 221 2/0 21T /0 221

— % . [ln(xQ + 1)} ;/g +2 [arctan x];/g =In2+ %77.

(e) Dallipotesi 1 segue subito:
Vn e N an, < 71"

Siccome la serie geometrica g r™ con 0 < r < 1, & convergente, per il criterio del confronto
n

anche Z a, & convergente.
n
Dall’ipotesi 2 segue che, per infiniti n, si ha

anp > 1

e quindi la successione a, non ¢ infinitesima. Dunque, la serie E ap non ¢ convergente (perché
n
se una serie E ap € convergente, si ha lim,, a, = 0). Allora g an, dal momento che é una serie

n n
a termini positivi, diverge a +o00.



