Cognome: Nome: N°¢ iscrizione:

Matricola: Analisi e Geometria 1 A | | Punteggio totale:

Appello 2 (30/01/2023)

’QUESTIONARIO‘ (TOTALE: 10 PUNTI)

Segnare le affermazioni corrette (una e una sola per ogni quesito)

1
1. Per n € N, poniamo I, = [0 } e J= ﬂ I, (intersezione di tutti gli I,,).

+1 neN

(a
(b

) J & I'insieme vuoto.

)
(c) J contiene infiniti punti.
(d)

)

J contiene esattamente 1 punto.

d

(e) Nessuna delle altre affermazioni & corretta.

Per ogni n € N vale l'inclusione I, C I,11

2 2 1
2. Definiamo le successioni in R:  a, = nlog, <1 + >; by, = < n2—|— > (n>1).
n n
Poniamo: ¢4 = lim a,; ¥f2= lim b,.
n——+oo n——+00

=4 e fh=1.

n

1 1 1
3. Per ogni n € N, sia unzg §:1+§+”'+37 e S= Er}rl Uy
n oo
i=0

(a)
(b)
()
(d)

)
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d
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4. Sia f :[a,b] = R (a,b € R,a < b) una qualunque funzione continua.

20)0)0103
[

essuna delle altre affermazioni & corretta.

(a) Se f(a)f(b) > 0, allora f non ha zeri in [a, b].
(b f(a)-zirf(

)
) Posto m = Y la funzione g(z) = f(x) —m ha uno zero in [a, b].
(c) Se f(a)f(b) <0, allora f ha uno zero, e uno solo, in [a, b]

)

)

(d) Se f(a) < f(b) e c € (a,b), allora f(c) € (f(a), f(b))-

(e) Nessuna delle altre affermazioni é corretta.
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5. Definiamo (per a € R): fo : R =R, falz) = x?
22 +ar+1 <0

x>0

(a) Per ogni a € R, f, ¢ derivabile.

(b) Per ogni a € R, f, non ¢& derivabile.
(c
(d

(e) Nessuna delle altre affermazioni é corretta.

)
)
) Per ogni a € R, f, é continua e non derivabile.
) Sea=—1, f, ¢ derivabile.

)

6. Sia f: R — R una funzione derivabile tale che f(0) =0, f'(0) =

Poniamo: L = lim f(m)

z—=0 —1 + /1 + 2%
(a
(b

) L=
) I dati non sono sufficienti per determinare L.
(c) L
(d) L=
) N

N

d
(e

essuna delle altre affermazioni & corretta.

7. Definiamo: G(z) = fo‘r2 log(1+t*)dt, z € R. La derivata G'(x) ¢ data da:

(a) G'(z) = log(1 + z*).

(b) G'(z) = log(1 + 2®).

(c) G'(x) =log(1 + z9).

(d) G'(x) = 2zlog(1 + 2?).
) N

essuna delle altre affermazioni & corretta.

(e

3
8. Dato z =z +iy € C (z,y € R), la parte immaginaria di w = 2—5 é:
i
(a) —3zy? + 23
(b) 3zy? — 23
(c) 32%y — ¢
(d) 0

(e) Nessuna delle altre affermazioni & corretta.

9. Nel triangolo di vertici A = (3,0,3),B = (2,—1,3),C = (1,—3,4), la misura

in radianti dell’angolo di vertice B é:

(a) §

(b) %

() &

(d) 3

(e) Nessuna delle altre affermazioni & corretta.

I arctan (m%)

10. L’integrale (generalizzato) / ¢ convergente se, e solo se:

0 e
(a) a <2
(b) a>1
(c) 0<ax<1
(d) a<1
(e) Nessuna delle altre affermazioni é corretta.
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ESERCIZI (12 punti, soglia sufficienza 6)

1. (8 punti) Si consideri la funzione f:R\ {0} — R definita da f(x) = er —1—1.

(a) 1. Determinare i limiti al bordo del dominio e gli eventuali asintoti.

ii. Stabilire se f puo essere estesa con continuitd a tutto R.

(b) i. Calcolare f’ e studiare la monotonia di f.
ii. Motivando la risposta, dire quanti sono gli zeri di f.

(c) Calcolate f” e studiare la concavita di f determinando gli eventuali flessi.

(d) Tracciare il grafico qualitativo di f .

2. (4 punti) Si consideri la curva

x = t2 + cost
:dy =12 —sint pe (T 3T
YNy = D)

z=t2+1

(a) Determinare la terna intrinseca di v nel punto P = (1,0,0).

(b) Determinare i punti @ € v in cui la retta tangente ¢ ortogonale alla retta tangente in
P.

SOLUZIONE DEGLI ESERCIZI
1. (a) i Ilimiti al bordo del dominio sono
lim T) = Foo, lim f(x)= -1, lim f(x)=4o0.
Jim ) =Foo,  lim f() i f(x)

Inoltre, si ha

"= °© 0= IR ) mme)
Pertanto, la funzione f ammette la retta r : y = —x come asintoto obliquo per

r — ftoo.

ii. Essendo illimitata in un intorno destro di 0, la funzione f non puo essere estesa

con continiuta a tutto R.

(b) i. Siha
1 1 e% + 22
f’(a:):—ﬁew —1:—7.

Poiché f'(x) < 0 per ogni x # 0, la funzione f & strettamente decrescente
su ciascuno degli intervalli (—o00,0) e (0,400) (ma non & decrescente sul suo
dominio). Non ci sono punti di massimo né punti di minimo locali. In particolare,
si ha lim, ,o- f'(0) = —1.

ii. Poiché f éstrettamente decrescente sull’'intervallo (—o0,0) e poiché lim, , o f(z) =
+oo e lim, ,o- f(z) = —1, la funzione f possiede esattamente uno zero sull’inter-
vallo (—o00,0). Analogamente, poiché f ¢ strettamente decrescente sull’'intervallo
(0,+00) e poiché limg , o f(z) = —0c0 e lim, ,o+ f(x) = 400, la funzione f
possiede esattamente uno zero sull'intervallo (0, +00) .

(c) Siha

Pertanto f”(x) >0 seesolose x > —1/2. Cosi f ha concavita rivolta verso il basso
per x < 0 e ha concavita rivolta verso ’alto per « > 0. In particolare, f possiede un
flesso F = (—1/2,e72—-1/2).



(d) Osserviamo che f(z) > —x se e solo se ex <1, ossia x> 0. Quindi, il graficodi f si
trova al di sotto dell’asintoto obliquo per = < 0, mentre si trova al di sopra dell’asintoto
obliquo per z > 0. In conclusione, il grafico qualitativo di f &

5t
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2. Sia f: R — R3 la funzione vettoriale che parametrizza la curva v, ossia f(t) = (t* +
cost,t? —sint, t2 +1).

(a) Il punto P = (1,0,0) appartiene a v per ¢t = 0. Poiché

' =2t —sint 2 =2 —cost
y =2t — cost e Yy’ =2 +sint
z/:2t+1 Z”:2,

si ha f/(0) = (0,—1,1), f"(0) = (1,2,2) e f'(0) A f”(0) = (—4,1,1). Pertanto, i

vettori della terna intrinseca cercata sono

f/(O) _ (07 _17 1)

O =101 =
_POAM0) (<411

PO = 70 A O]~ 3v2
n(0) = b(0) A t(0) = 122

(b) Sia @ = f(t) un punto di 7 (che risulta regolare). In @ la retta tangente & ortogonale
alla retta tangente in P quando f’(¢) & ortogonale a f’(0), ossia quando

0-(2t —sint) + (—1)- (2t —cost)+1-(2t+1) =0

ossia quando cost = —1, e questo lo si ha per ¢t = m. Esiste quindi un solo punto con
la proprieta richiesta dato da Q = (72 — 1,72, 7 + 72).



