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Prima parte

1. Nel campo complesso C, ’equazione Z = z ha infinite soluzioni.

v

(L’insieme delle soluzioni ¢ 'insieme R dei numeri reali.)

2. Siano a,b € R, a < b. Se f : [a,b] — R & continua, allora & limitata.

v

(Segue dal Teorema di Weierstrass.)

3. In R3, il prodotto vettoriale dei vettori di componenti (2,1, —3) e (—4, —2,6) ¢ il vettore nullo.

A%

(I due vettori sono multipli uno dell’altro.)
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Seconda parte

a. (Continuita della funzione integrale). Sia f : [a,b] — R, a,b € R, limitata e Riemann-integrabile.
xr

Dimostrare che la funzione F(z) = / f(t) dt & continua in [a,b]. (4 punti)

a

b. Dare la definizione di norma (o lunghezza) di un vettore di R™. (2 punti)
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Terza parte

Punteggi degli esercizi: Es.1: 6=343; Es.2: 9= 3+24+14142; Es.3: 6=4+1+1; Es.4: 5.

Istruzioni: Tutte le risposte devono essere motivate.
spazio sotto il testo e, in caso di necessita, sul retro. I fogli di brutta non devono essere consegnati.

1. (a) Scrivere in forma trigonometrica i tre numeri: (

Soluzione. Posto v = — 5 + 52 e w =1 — 1, abbiamo:
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Quindi:
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Il rapporto vale quindi:
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Le due radici quadrate di v®/w” sono allora date da:
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Gli esercizi vanno svolti su questi fogli, nello

(1— i)7; w

(=i

(b) Scrivere in forma trigonometrica tutti i numeri complessi z che soddisfano 1’'equazione:




2. Sia f:R — R la funzione definita da

(a)
(b)
()
(d)
()

f(z) =2z —1+22.

Determinare gli eventuali asintoti di f .

Stabilire se f e strettamente crescente.

Stabilire se f ¢ invertibile.

Utilizzando solo le informazioni ottenute nei punti precedenti, disegnare il grafico di f.

Stabilire se & convergente l'integrale improprio

I:/O+Oo (ac—f(x)) dx .

Soluzione.

(a)

()
(d)

Essendo definita e continua su tutto R, la funzione f non possiede asintoti verticali.
Inoltre, per = — +oo, si ha f(z) = 20 — V1+2a2 ~ 2z — |z|, ossia f(x) ~ = per
x — 400 e f(x) ~3x per x — —oo. Pertanto, f mnon possiede asintoti orizzontali,
essendo

ma possiede la retta di equazione y = x come asintoto obliquo per =z — +o0o e la retta
di equazione y = 3x come asintoto obliquo per x — —oo, essendo

hm 79— T

T—r+00 X x——4o00 I

my =

r——+00 T——400 z~>+oox_|_1/1+x2
€
mg = lim ﬂf lim 3£:3
Tx——00 I x——+oco I
-1
= lim z)—3z)= lim (—z—v1+22)= lim ———=0
42 x—)foo(f( ) ) zﬁfoo( ) T—=—00 —x 4+ /1 + 22

La funzione f & derivabile su tutto R e la sua derivata prima e
x

Vit aZ’

Chiaramente, f’(z) >0 per ogni x < 0. Inoltre, essendo 1 + 22 > 2% perogni x € R

ed essendo /z una funzione crescente per ogni z >0, si ha 1+22> Va2 =|z| =2
per ogni x > 0. Quindi, si ha

fa)=2-

per ogni z > 0, ossia f'(z) > 1> 0 per ogni = > 0. Pertanto, f’(z) > 0 per ogni
z€R ed f e strettamente crescente.

Poiché e strettamente crescente, f e invertibile.
Il graficodi f e
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(e) La funzione integranda
g(@) = @ — f(2) = —v + 1+

¢ definita, € continua ed & positiva su tutto Uintervallo di integrazione [0,+o0). Inoltre,
per x — +00, si ha

1
r)=V1+a2-—r=——=—~
9(x) Vit x4

Poiché la funzione 1/z non ¢ integrabile in senso improprio per x — 400, per il criterio
del confronto asintotico nemmeno la funzione ¢ & integrabile in senso improprio per
& — 4o00. Quindi I'integrale improprio I non & convergente (ma divergente a 400).

N | =
8|~



3. Si consideri la curva paramerizzata a:R — R3,

a(t) = (sin(t) cos(t), sin(t)?, cos(t)), teR.

Detto Py il punto della curva a corrispondente al valore ¢ = 0 del parametro, si trovino:

(a) La terna fondamentale T, N, B nel punto Py.
(b) Un’equazione cartesiana del piano osculatore in P.

(¢) La curvatura in Py.
Soluzione. (a) Il vettore velocita ¢ dato da o/(t) = (cos2t,sin2t, —sint). In t = 0,
/(0 = (1,0,0) = T(0)

Il vettore accelerazione ¢ dato da o' (t) = (—2sin 2t,2 cos 2t, — cost), quindi o’ (0) = (0,2, —1).
Poiché si vede che, in questo caso particolare, a”’(0) & ortogonale a T(0), otteniamo subito il
vettore normale N(0) normalizzando o (0):

N(O) = (0 = =(0.2.-1) = <0, z ;5)

(Altro modo per trovare N(0). Si normalizza o’ x o, in questo modo ottenendo B. Poi si trova
N =B x T.) 1l vettore binormale ¢ dato dal prodotto vettoriale:

B(0) = T(0) x N(0) = (1,0,0) x (055‘\}5) B (0\}555>

(b) 11 piano osculatore cercato ¢ il piano che passa per «(0) = (0,0,1) ed ¢ ortogonale a (un
multiplo non-nullo di) B(0). Una sua equazione cartesiana ¢&

Oz —0)+1(y—0)+2(z—1) =0
ossia y + 2z —2 = 0.
(¢) La curvatura in ¢t = 0 ¢ data da

a'(0) x /(0 0,1,2

Metodo alternativo per trovare la curvatura. 11 vettore derivata seconda (accelerazione) o' (t) si
scrive come combinazione lineare di T e N nel modo seguente:

b

(¢ T + v2kN
o (t) T tv

dove v = v(t) = |a(t)] ¢ la velocita scalare e k la curvatura. In ¢ = 0, la componente tangenziale
U s .1
ET e nulla, e quindi
a”(0) = v2EN(0)
Poiché v = |a/(0)] = 1 e | (0)| = V/5, si ricava k = V/5.



4. Calcolare, al variare di a € R, il valore del seguente limite di successione

arctan(n®)

lim .
n—+oo \/n+ 2 —+/n—2

Soluzione. Stimiamo pima il numeratore. Si ha

T
— se a>0
2
o T
arctan(n®) ~ Z se a=0
n—-+4oo 4
n® se a<0.

Per quanto riguarda il denominatore, si vede che

v/ 24+v/n—2 4
Vn+2—vVn—-2=(n+2-+vn-2) ntitvn = ~ 2on 12,
Vn+2+vn—2 Vn+14+/n—1ns+o

Quindi
Tal2 se a >0
arctan(n®) N T2 s =0
m — m n—-+oo ?
§na+1/2 se a <0,
da cui

+oo a>-—-1/2
lim arctan(n®) 1 1

n— oo /7/,1+ — /77172: 5 se Oé:—5




