POLITECNICO DI MILANO — INGEGNERIA INDUSTRIALE

ANALISI E GEOMETRIA 1 Prima prova in itinere — 19 Novembre 2012
Cognome: Compito A
Nome:
Matricola:
Es. 1: 6 punti Es. 2: 6 punti Es. 3: 12 punti Es. 4: 6 punti Totale
1. Sia

L _1+iv3
0= —5 -
(a) Scrivere (20)*® in forma algebrica (20 =a+bi, con a,b € R).
(b) Disegnare nel piano di Gauss gli insiemi
A={weC: 0<Rew<1,0<Imw<1}
B=2A={w€C: v = zw, we A}.
2. Sia f la funzione definita da f(z) =x — 2artgx.

(a) Determinare gli eventuali asintoti.

(b) Determinare gli eventuali punti di massimo e di minimo locali.

f(x)(1+\/z)em.

(a) Determinare il campo di esistenza D della funzione f.

3. Sia f la funzione definita da

(b) Dimostrare che la funzione f & crescente su D.

(¢) Determinare 'immagine di f .
4. Sia f la funzione definita da

et~ -1

fla)={ w1
(x—1)24+alx—1)+1 sex <1

sex >1

dove a ¢ un parametro reale.

(a) Determinare i valori di @ per i quali la funzione f & continua nel punto xg=1.

(b) Determinare i valori di a per i quali la funzione f & derivabile nel punto o =1.

Punteggio minimo per superare la prova = 18 punti.
Tempo: due ore.



POLITECNICO DI MILANO — INGEGNERIA INDUSTRIALE

ANALISI E GEOMETRIA 1 Prima prova in itinere — 19 Novembre 2012
Cognome: Compito B
Nome:
Matricola:
Es. 1: 6 punti Es. 2: 6 punti Es. 3: 12 punti Es. 4: 6 punti Totale
1. Sia

L _1+iv3
0= —5 -
(a) Scrivere (20)°¢ in forma algebrica (20 =a+bi, con a,b € R).
(b) Disegnare nel piano di Gauss gli insiemi
A={weC: 0<Rew<2,0<Imw< 1}
B=2A={w€C: v = zw, we A}.
2. Sia f la funzione definita da f(z) =x —4artgx.

(a) Determinare gli eventuali asintoti.

(b) Determinare gli eventuali punti di massimo e di minimo locali.

f(x)2(1+\/z)em.

(a) Determinare il campo di esistenza D della funzione f.

3. Sia f la funzione definita da

(b) Dimostrare che la funzione f & crescente su D.

(¢) Determinare 'immagine di f .
4. Sia f la funzione definita da

el 1

fla)=14 w1
(r —1)2+4da(x —1)+1 sex <1

sex >1

dove a ¢ un parametro reale.

(a) Determinare i valori di @ per i quali la funzione f & continua nel punto xg=1.

(b) Determinare i valori di a per i quali la funzione f & derivabile nel punto o =1.

Punteggio minimo per superare la prova = 18 punti.
Tempo: due ore.



Soluzioni del compito A

(a) Poiché zy = cos § +isin g, utilizzando la formula di De Moivre, si ha

28 ™, . m\28 287 . 287
2y = (cosg + 1sin 7)

3 ZCOST—Hsm—.
Poiché
287 (4+24)m  Arw 438
_— — = — T,
3 3 3
si ha
228 = cos — +isin—7r = —cosI —isinﬁ = —z
0 3 3 3 3 0
(b) L’insieme A ¢ il quadrato di vertici wo =0, wy =1, wy =141, ws=i.
YA
w3 w2
A
wo w1 ?

L’insieme B si ottiene moltiplicando ogni elemento di A per il numero complesso =z,

che ha modulo 1 e argomento 6 = w/3. Quindi B ¢ I'insieme che si ottiene ruotando di
un angolo 6 = /3, in senso antiorario attorno all’origine, l'insieme A :

Piu precisamente, B e il quadrato di vertici
wi =0

/ ™ .. T 1+i\/§
w; =CoS -~ +1sln - = ———

3 2
s s 1-v3 1+3
I — /9 I - _ .
Wy \/(c0512+1sml2> 5 + 5 i
, 5t . . bm —/34+i
W3 =COS — +18ln — = ———— .
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(a) La funzione & definita su tutto R. Quindi non ci sono asintoti verticali. Inoltre, poiché la

()

funzione arcotangente ¢ limitata, si ha

lim (z —2artgz) = 400 e

r— 400

lim (x —2artga) = —o0.

r— —00

Non ci sono asintoti verticali. Tuttavia, come vedremo, ci sono asintoti obliqui. Infatti, si
ha

m =

i 7% <12mg”>—1
X

r——400 xX r——400

q= lir+n (f(x) —mz) = lir+n (x —2artge —z) = lir+n (—2artga) = —m
e
A <1—2mg$>=1
r——00 I T— —00 x
g= lim (f(z) —mz)= lim (z—2artgr —z)= lim (—2artgz)=r.

Quindi, si ha l’asintoto obliquo di equazione y = x — 7 per = — +00, e si ha 'asintoto
obliquo di equazione y =x + 7 per r — —00.

Si ha
2 2 -1
"2)=1— —— =—5—.
@) 1422 2241
Quindi, f’(r) >0 seesolose 22—1>0,o0ssia 2 < —1 e x > 1. Di conseguenza, in
21 = —1 si hal'unico punto di massimo locale, dato da M = (—1,-1+7/2),ein 29 =1

si ha I'unico punto di minimo locale, dato da m = (1,1 — 7/2).

Grafico della funzione (non richiesto):



3.

(a)

(b)

YA

=Y

Affinché la funzione data sia definita si deve avere

T
>0 . 0<x<?2
2—x ossia
1—2>0 r<1.

Quindi D = [0,1].
La funzione f e crescente essendo il prodotto di due funzioni positive crescenti. Oppure,
equivalentemente, basta osservare che

’ 2—x 1 Vi =z x e_vl_aj
= — 1 —_— >
f(@) V =z (2755)26 Ut 2—z 2\/1—:5_0

per ogni x € (0,1).

La funzione f & continua ed & definita su un intervallo chiuso e limitato. Di conseguenza,
per il teorema di Weierstrass e il teorema dei valori intermedi, la sua immagine ¢ un
intervallo chiuso e limitato. Inoltre, poiché f & crescente, i valori massimi e minimi
verranno assunti agli estremi dell’intervallo D su cui ¢ definita. Poiché f(0) =e™! e

f(1)=2,siha Imf=1[e"},2].
La funzione f e definita e continua da sinistra nel punto zg = 1. Quindi, poiché

) et el —1
lim f(z) =lim ———=lm——=1 e f(1)=1,

la funzione f & continua in zp =1 per ogni a € R.

Si ha
_ —1)2 _ _
)= hmM: lim (z=1)talz-1)+1 1: lim (zx—14a)=a
z—1— z—1 z—1— z—1 z—1—
e
. fl@) = () el g el 1
/ — - 7 T 7 = _—— _—— —
F() = Bm == Ty s T S R

dove il penultimo passaggio e stato ottenuto utilizzando la regola di De I’'Hospital. Quindi
la funzione f & derivabilein zp =1 per a=1/2.



