PoOLITECNICO DI MILANO — INGEGNERIA INDUSTRIALE

ANALISI E GEOMETRIA 1 Primo appello — 14 Febbraio 2011
Cognome: Compito A
Nome:
Matricola:

Es. 1: 7 punti Es. 2: 10 punti Es. 3: 7 punti Es. 4: 6 punti Es. 5: 3 punti Totale

1. (a) Scrivere lo sviluppo di MacLaurin arrestato al quarto ordine di artgx e In(1 + ).

(b) Usare i risultati precedenti per calcolare il seguente limite, al variare del parametro

reale o:
. 2artgr +2In(1 +z) — 4o + 22
lim

z—0T T (62\/5 — 1)

2. Sia D =(0,1) U (1,+00). Studiare la funzione f:D — R definita da

fla) == (H 21113)

perogni x € D.

(Segno di f, limiti agli estremi, eventuali asintoti, derivata prima, segno della derivata
prima, punti di massimo o minimo, derivata seconda, segno della derivata seconda,
concavita e flessi, grafico.)

3. Sia ~ la curva di equazioni parametriche

T =tcost
v 1 qy=tsint tel-1,1]
z=t>+1

e sia Py il punto di + corrispondente a t =0.

(a) Determinare una rappresentazione cartesiana del piano osculatore a v in Fy.

(b) Determinare il versore tangente, il versore normale e il versore binormale a v in
P.

(c) Calcolare 'integrale di linea
I= / Va?+y?ds.
g

4. Calcolare l'integrale generalizzato

+oo 1
I:/ 7111(%;_ )dx.
1 X

5. (Domanda di teoria) Enunciare e dimostrare la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz.

Punteggio minimo per superare la prova = 18 punti.
Tempo: due ore 4+ 15 minuti per la domanda di teoria.



Soluzioni del compito A

1. (a) Per x — 0", si ha
3
artgxr = = — % + o(z?)

R
In(1 —p - 4y,
n(l+z)==x 5t 3 4+d$)
(b) Sia f(z) = a(x)/b(x) la funzione della quale si vuole calcolare il limite. Quando

x — 01 per il numeratore a(z) si ha

a(r) = 2artgx + 21In(1 + z) — 4a + 22

2 3 2,2 3 4 2
=2r—sa"+2x—a2"+c2°— —+o(z) —dr+ux
3 3 2
4 4
:—%+0(:c4)~—%.
Per il denominatore b(z) si ha
eV 1

b(z) = x <€2ﬁ — 1) =z 2/ ~ 20°T1/2

2V

Quindi, per z — 07, si ha

4
fla) ~ 2$f+{/22 - _i at/2e
e pertanto
0 sea<T7/2
lim f(z) =< -1/4 sea=7/2
z—0t

-0 sea>T7/2.

1 21 1
2. (a) Segno. Poiché z > 0 Vx € D, f(x) ha il segno di 1 + ——, cioé di L—i_,
2Inx 2Inz

1
che e > 0 perlnz < —3 Vinz >0, cioé per 0 < x < — V z > 1. In definitiva,

Ve

1
fz)>0 perOo<z<-—=Vaz>1

Je

risulta:

f(z)=0 perwzﬁ

f(z) <0 altrimenti.

(b) Limiti alla frontiera e asintoti:

x
I — 1im_( )=0+0=0
zgg+ /(@) xl»rg)le v 2lnx +
lim f(z) = lim (x I > =14+00==200 (z =1 & un asintoto verticale)
z—1% z—1 2Inx

lim f(zx)= lim (.Z’—FL) = 400+ 00 = 00
r—+00 T——+00

2lnx
im L = w141 ) =1
r—+00 I T—+00 2Inx

xEToo(f(w) —x) = mEToo <2 lflx) = +o00 (non c’¢ asintoto obliquo a + 00) .



()

()

Derivata e punti estremanti. Risulta

f(x) = 1 1 +1.

T 2lnx 2In%z

Poiché In2 > 0 Vz € D, la disequazione f'(z) > 0 & equivalente (in D) a

1
2In?z +lnz — 1 > 0, verificata per Inz < —1V Inzx > 3 ossia per 0 < x <
1

— V x > y/e. In definitiva, risulta:
e

f(z) >0 perO<z<l/eV x> /e

f(x)=0 perz=1/eV z=./e

f'(z) <0 altrimenti.
La funzione f & quindi crescente in (0, 1/e] e in [\/e, +00) ed & decrescente in [1/e, 1)
e in (1,4/e]. Il punto 1/e & un punto di massimo relativo (con f(1/e) = 1/(2e)),
mentre il punto y/e & un punto di minimo relativo (con f(y/e) = 24/e). Inoltre, si
ha f'(z) — 1 per z — 0.
Derivata seconda e punti di flesso. Risulta

1 1 2—Inz

" _ _ _ ]
fi@) = rzln®z  2zIn’x 27 1n® z
L . " 2—Ilnz 2—Inzx
Poiché © > 0 Vz € D, risulta f/(z) > 0 <= — > = >
In° Inx

0 <= 0<lnz <2 <= 1<z <e? In definitiva risulta:

() >0 perl<ax<e?
f"(x) =0 perz=e?

f"(x) <0 altrimenti.
La funzione f ¢ quindi convessa in (1,e?] e concava in (0,1) e (e?,+00). Il punto
)
e? & un punto di flesso (con f(e?) = 162).

Grafico.




3. Si ha
f(t) = (tcost,tsint, t* +1)
f'(t) = (cost — tsint,tcost + sint, 2t)
f"(t) = (—tcost — 2sint,2cost — tsint,2).
(a) Per t =0, si ha

f(0) =1(0,0,1) = Ry, f'(0) = (1,0,0), 7"(0) =(0,2,2).
Pertanto, il piano osculatore a v in Fy ha equazione
z—x(0) y—y(0) z-2(0)

2'(0)  y'(0) Z’(O) =
#"(0)  y"(0)  2"(0)

ossia —2y+2(z—1)=0,0ssia y—z+1=0.

(b) I versori tangente, binormale e normale sono dati da

o = 8
o
o
Il
o

-2 2

o)
0= 1o = %0

11(0) A f7(0) 1 1
PO =T A o~ \ % ﬁﬁ)
(0) = b(0) A t(0) = <ﬂ %)

(c) Siha

1
I:/\/x2—|—y2d5:/ V(tcost)? + (tsint)? ||f/(2)|| dt
¥ —1
1

1
:/ |t|\/5t2—|—1dt:2/t\/5t2 Tdt =2
—1

(5% + 1)3/2]
15
0

t
B _ln(x+1)t+/ L S T
| T 1 r x+1
1

1 N1 t

= |- (z + )] +[lnx—ln(x+1)}
L x 1
_ -7ln(x+1)+ln z 1
x r+1],

In(t +1) t 1
=7 +ln—t+1+ln2—ln§
_ In(t+1)

P |



Quindi

“n(z + 1 In(t + 1 t
r= tm [PEED g gy ((ROED T o hn) — o,
t—+oo Jq T t—+00 t t+1




PoOLITECNICO DI MILANO — INGEGNERIA INDUSTRIALE

ANALISI E GEOMETRIA 1 Seconda prova in itinere — 31 gennaio 2011
Cognome: Compito B
Nome:
Matricola:

Es. 1: 7 punti Es. 2: 10 punti Es. 3: 7 punti Es. 4: 6 punti Es. 5: 3 punti Totale

1. (a) Scrivere lo sviluppo di MacLaurin arrestato al quarto ordine di artgx e In(1 + ).

(b) Usare i risultati precedenti per calcolare il seguente limite al variare del parametro
reale a:
. 4x —2? —2artgr — 2In(1 + )
lim 5
z—0 z® (e2*® — 1)

2. Sia D =(0,1) U (1,+00), Studiare la funzione ia f: D — R definita da

o) =—w (H 6111:5)

perogni x € D.

(Segno di f, limiti agli estremi, eventuali asintoti, derivata prima, segno della derivata
prima, punti di massimo o minimo, derivata seconda, segno della derivata seconda,
concavita e flessi, grafico.)

3. Sia ~ la curva di equazioni parametriche

xr =1tcost
v @ Qy=tsint te[-2,2]
z=1—1¢2

e sia Py il punto di v corrispondente a ¢t =0.

(a) Determinare una rappresentazione cartesiana del piano osculatore a v in Fy.

(b) Determinare il versore tangente, il versore normale e il versore binormale a 7 in
b .
(c) Calcolare l'integrale di linea

I:/\/$2+y2ds.

Y

4. Calcolare 'integrale generalizzato
too
.
1 (@+1)
5. (Domanda di teoria) Enunciare e dimostrare la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz.

Punteggio minimo per superare la prova = 18 punti.
Tempo: due ore 4+ 15 minuti per la domanda di teoria.



Soluzioni del compito B

1. (a) Per & — 0T, si hanno gli sviluppi

3

artgr = x — % + o(z?)

R

_x T 4
In(l4+z)==x 2+3 4+0(:c).

(b) Sia f(z) = a(x)/b(x) la funzione della quale si vuole calcolare il limite. Quando
x — 0, per il numeratore a(x) si ha

a(x) =4z — 2% — 2artgz — 2In(1 + )
3 3 4

:4x—x2—2x+2$——2$+x2—2x—+$—+0(x4)
3 3 2
4 4
:%+0(9E4)~x2 .

Per il denominatore b(z) si ha

b(x) = 560‘((32:'32 —1) = 2%(1 + 22 + o(2?) — 1) = 2%(22° + o(x?)) ~ 2272,
Quindi, per x — 0, si ha

472
@)~ ol

2—a

1
_4x ,

e pertanto
0 se a < 2
iii%f(‘r): 1/4 sea=2
400 sea > 2.

06 di —6lnx —1
—— cioéd di ———
) 6lna’ 6lnx
che ¢ > 0 per 5 <Inz <0, cioé per e 1/6 < z < 1. In definitiva, risulta:

2. (a) Segno. Poiché z > 0Vz € D, f(z) ha il segno di —1 —

)

f(z)>0 pere /b <z<1
f(z)=0 perz=e1/6
f(z) <0 altrimenti.

(b) Limiti alla frontiera e asintoti:

g 1) = Jip (o) =00 =0

;plg?i flz) = zlg{li (—;U - Glfm) =—1Fo00=Foo (x = 1¢& un asintoto verticale)
i 07— i (53] =m0

xgrfoo fix) = xgrfm <_61T1x> = —00 (non c’¢ asintoto obliquo a + 00).



()

()

Derivata e punti estremanti. Risulta

N SR
6lnz  6In’x

)

fi(a) =

Poiché In? z > 0V € D, la disequazione & equivalente (in D) a —6In? z—Inz+1 >
0, verificata per —% <Inz < %, ossia per e /2 < z < ¢1/3. In definitiva, risulta:

fl(x) >0 pere /2 <x<ell3 (x#1)
fi(x)=0 perz=e120perz=e/3
f(x) <0 altrimenti.

Quindi la funzione f & crescente in [e~1/2,1) e in (1,e!/?] ed & decrescente in
(0,e71/?] e in [e'/3,400). 1 punto /3 & un punto di massimo relativo (con
fel/?) = —%e1/3) mentre il punto e~/2 & un punto di minimo relativo (con
fle71/2 = —%e’lm). Infine, si ha f'(z) — —1 per z — 0F.

Derivata seconda e punti di flesso. Risulta

1 1 Inz —2
1
T) = — = .
F@) 6rln’z 3zln’zx 6z In> z
Inx —2 Inx —2
Poiché = > 0 Va € D, risulta f”(z) > 0 % > (0 <— ne >
In° x Inx

0 <= Inz<0VIhz>2 < 0<z<1VInz>e2 In definitiva risulta:

f"(x) >0 per0<z<1V x>e

f"(x) =0 per x = e?

f"(x) <0 altrimenti.
La funzione f & quindi convessa in (0, 1) e in [e?, +0c0), mentre & concava in (1, e?].
Il punto e? & un punto di flesso (con f(e?) = —13e?).

Grafico:
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3. Si ha

f(t) = (tcost,tsint, —t> + 1)
f'(t) = (cost — tsint,tcost + sint, —2t)
f"(t) = (—tcost — 2sint,2cost — tsint, —2).

(a) Per t =0, si ha
f(O) = (0707 1) =R, f/(()) = (17070)a f”(O) = (0727 _2) :

Pertanto, il piano osculatore a v in Py ha equazione

r—x(0) y—y(0) z—2(0) r y z—1
2/ (0) y'(0) Z/(0) |=|1 0 0 |[=0
2”(0) y"(0) 2"(0) 0 2 =2
ossia 2y+2(z—1)=0,0ssia y+2z—1=0.
(b) I versori tangente, binormale e normale sono dati da
_ o)
M= o~
— fI0) A f7(0) < 1 1>
POl A ron ~\" Ve v
1 1
0(0) = b(0) A t(0) = (0, .~

(c) Siha

2
I:/\/xQ—i—yQ ds:/ leos 2 1 (Esm )2 || /()] dt
¥ -2
2
—/ \t\\/5t2+1dt—2/ V52 +1dt =2
-2

0

2(7\F 1)214\/ﬁ P

2
(5t2 + 1)3/2]
15

0

S 15°

5 15

4. Per ogni t > 1, integrando per parti, si ha
t t t
1 1 1
IR L R e
L @+ D) e+ 1), ) al@ )

[ Inz ] /t 1 1
= |- + - — dx
L fE‘"l 1 1 X x+1
[ Inz ] t
= |- +[1n:p71n(x+1)]
| z+1], 1
[ Inz n z 7'
= |- n
| z+1 r+1],
Int t 1

- _ ] —n-
P R T
Int t

S ] In2.
PR B




Quindi

t Int t

Inx 41
n
t+1

I= 1 ———dz = i —
t—g-noo 1 (x+1)2 . t—linm< t+1

—|—ln2> =In2.



