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Esercitazione
14 ottobre 2021
Asintoti.
Massimi e minimi (locali e assoluti). Grafici di funzioni.

Limiti con la formula di Taylor.
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Asintoto verticale

Definizione

La retta x = xp si chiama asintoto verticale del grafico della
funzione f, se & soddisfatta una delle seguenti condizioni:

lim f(x) = +oo (oppure — c0)
x—rxg
lim f(x) = +oo (oppure — o)
X=Xy
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Asintoto orizzontale

Definizione

La retta y = L si dice asintoto orizzontale del grafico della
funzione f, per x — +00, se e soddisfatta la condizione:

lim f(x)=1L

X——+00

La retta y = K si dice asintoto orizzontale per la funzione f, per

X — —00, se
lim f(x)=K

X——00
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Asintoto obliquo

Definizione

La retta y = mx + g (m # 0) si dice asintoto obliquo del grafico
della funzione y = f(x), per x — 400, se

lim f(x)—(mx+gq)=0, (1)

X—+00

La condizione (1) & equivalente a:
f(x) = mx+ g+ o(1)

dove o(1) designa una funzione infinitesima per x — +o0.
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Regola per la determinazione dell’asintoto obliquo

Sia f(x) una funzione definita su una semiretta (a, +00). Se
valgano entrambe le condizioni seguenti:
a) esiste finito, ed & un numero diverso da zero, il limite:

lim —==m, m#0
x—>t+o0o X
b) esiste finito il limite

Xl!rroo f(x)—mx=gq

allora la retta y = mx + g ¢ asintoto obliquo per la funzione
y = f(x), per x — +o0.
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Esempio
La funzione

sin x

R\ {0} SR, f(x)=x+2—=
X
ha asintoto obliquo di equazione y = x.
Infatti, per x — o0,

F(x) = x +2 2% = x 1 o(1)
\\f_/

o(1)

Mauro Saita. Analisi e Geometria 1 Combinatoria e induzione 6/17



. o sinx . ..
Figure: Il grafico di f(x) = x + 22X & awvicina alla retta y=x
X

intersecando |'asintoto infinite volte.
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Vero o Falso?

Esercizio

Se, per x che tende a +00, la funzione R IR, y ="f(x)e
asintoticaa y = mx+q

f(x)~mx+q (x — +00)

allora y = mx + g ¢ asintoto obliquo di f, per x — +o00.

Risposta: Falso.

Controesempio: (0, +00) IR, f(x)=x+Inx.
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Sia 3
x> — x
(@) R\{£2} DR f(x)= X2

(b) (—o0,—1]U[+1, +oo)—>R f(x)—2x+\/

(a) Determinare i limiti alla frontiera del dominio e eventuali
asintoti.

(b) Determinare, se esistono, massimi e minimi locali e assoluti.

(d) Tracciare un grafico qualitativo di f(x).
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Esercizio

Sia

R -5 R, f(x) = ¢/(x — 1)(x — 2)2

(a) Determinare i limiti alla frontiera del dominio e eventuali
asintoti.

(b) Determinare gli intervalli di monotonia, i punti di non
derivabilita e eventuali massimi e minimi locali.

(c) Determinare il piu grande intervallo di invertibilita di f
contenente il punto x = 1.

(d) Tracciare i grafici qualitativi di f(x), f(|x]) e |f(x)].
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Sviluppi di Taylor, centrati in tg = 0, con resto secondo

Peano

Esponenziale

. t2 3 tn
J— JR— — Y — n
e—1+t+2!+3!+ —i—n!—i-o(t)
per ogni t € R.
H Seno
int = t——+——— 4+ FL 20+l
S sts T T ey o)
per ogni t € R.
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Sviluppi di Taylor, centrati in tg = 0, con resto secondo

Peano

Coseno
cost = 1—E+E—a+"'+w+o(t )
per ogni t € R.
@ Tangente
s, 25 6
tant=t+ =t —t t
an + 3 + 15 + o(t°)
. T
per ogni t, |t| < 5
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Sviluppi di Taylor, centrati in tg = 0, con resto secondo

Peano

H Potenza di un binomio

(1) =1+ ((f)t-l- (g)t2+---+((;>t"+o(t”)

1 1) (a—na1
:1+at+%t2+---+a(a ) nfo‘ D) o)

per ogni t, |t| < 1.

AIn(l+t)
t2 t3 ( 1)n+1 n N
|n(1+t) t_5+§+...+Tt —|—O(t)

per ogni t, |t| < 1.
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Sviluppi di Taylor, centrati in tg = 0, con resto secondo

Peano

Arcoseno

- 13,35 (2n)! 241, (2041
t= bt ¢ t
aresin ¢ = th gt o Ut T mmnen st o)

per ogni t, |t| < 1

B Arcotangente

arctant =t — 1t3 + l1“5 +- ﬂtzn+1 + o)
3 5 2n+1

per ogni t, |t| <1
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Sviluppi di Taylor, centrati in tg = 0, con resto secondo

Peano

E1 Coseno iperbolico

cosht =1+ i + t +- 1t il + o(t*")
N 21 4l (2n)!
per ogni t € R.
ili Seno iperbolico
sinht =t 4 — e + 5 e Rk e + o(t?*1)
N 3! (2n +1)!

per ogni t € R.

Mauro Saita. Analisi e Geometria 1 Combinatoria e induzione 15/17



Esercizio

Scrivere il polinomio di Taylor di grado 4, centrato in xp, delle
seguenti funzioni

f(x) = — x0=0

B f(x)=——, x=0

Mauro Saita. Analisi e Geometria 1 Combinatoria e induzione 16/17



Esercizio

Utilizzando opportuni sviluppi in serie di Taylor, calcolare i seguenti

limiti.

- ! Vl—l—x—l—%x
1 im

x—0 2X2

eX —e X

2] lim ——

x—0 X

2

C143x2 3

lim —————

x—0  x2sin 2x2
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