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1 Questionario

’QUESTIONARIO‘ (TOTALE: 6 PUNTI)

Per ogni quesito, c¢’é¢ una sola risposta corretta.

1. Sia f:[0,1] — R una qualunque funzione integrabile soddisfacente:

/1f<:r)dw—

(a) Se f ¢ continua in [0, 1] allora esiste almeno un x € [0, 1] tale che f(z) = 1.
(b) Esiste sempre almeno un z € [0, 1] tale che f(x) = 1.

¢) f é non-negativa.

(
(d

)
)
)
) f & costante e vale 1.
(e) Nessuna delle altre risposte € corretta.

a fu

)

)

)

)

unzione F(z) = [;e” Psintdt, v € R:

F' é monotona.

F' ha un asintoto orizzontale a +oc.

F non ha punti di massimo o minimo locali.
F' ¢ pari.

(a
(b
(c
(d
(e

) Nessuna delle altre risposte ¢ corretta.

3. L’equazione cartesiana del piano passante per A =

e =(-1,0,2) &

(a) 2z —3y+2—-9=0.
(b) 2z +3y+2—-9=0.
(¢) 22 —3y—2—9=0.
(d) 22 +3y+2+9=0.

(e) Nessuna delle altre risposte é corretta.

(1,—2,1) e parallelo ai vettori 4 = (1,1

4. Siano #, 7 due vettori in R? tali che ||| = 1, ||7]| = 2, ||@ + ¥]| = 3. Allora || — ]| vale

(a) 1.
(b) 2
(c) 0
(d) 3
(e) Nessuna delle altre risposte ¢ corretta.

5. Nel piano R?, sia C' la curva parametrizzata

0,27] 55 R, F(t) = (t —sin(t), 1 — cos(t))

Chiamiamo L la lunghezza di C.

(a) C non ¢ rettificabile.

(b) L

(c) L

(d) L =28~

(e) Nessuna delle altre risposte ¢ corretta.

6. In R3, siano a, b, ¢ tre vettori qualunque. Denotiamo con x il prodotto vettoriale.

(a) Se ¥ ¢ l'angolo tra a e b, allora |a x b| = |a| |b| cos .

(
(d) 11 prodoto scalare (a x b) - (a+ b) vale 0.
(e) Nessuna delle altre risposte ¢ corretta.

b) Vale la proprieta associativa: (a x b) x ¢ =a x (b x c).
(c) Vale la proprietd commutativa: ax b =b x a
)
)

= O000O0

OO0O00O0

OO0O00O0

OO0O00O0

OO0O00O0



2 Esercizi

ESERCIZI | (TOTALE: 6 PUNTI)

a

+0o0
EsERcIz1O0 1 Dire per quali a € R converge l'integrale generalizzato / —dx
1 e

X pign

ESERCIZIO 2 Stabilire se la serie

n=1

— converge, oppure diverge a +00.
n

EsErcizio 3 In R?, sia s la retta di equazioni parametriche

r=1
s:q y=14+t telR
z=1

Scrivere equazioni parametriche per la retta r passante per il punto P = (1,0,0), incidente la retta
s e ad essa ortogonale.



3 Risposte al Questionario

’ RISPOSTE AL QUESTIONARIO‘

1. Risposta giusta: (a).
Per il Teorema della Media Integrale, applicato alla funzione continua f su [a,b] = [0, 1],

3c € [0,1] 1_0/f dz=1x1=1

2. Risposta giusta: (b)

Affermare che F(z fo ~t*sint dt ha un asintoto orizzontale a 400 significa che
z 2
lim e Vsintdt
T—+00 0

esiste finito, il che a sua volta equivale a dire che 'integrale improprio

+oo 5
/ e Vsintdt
0

é convergente. Ricordiamo che se f;oo f(t) dt & assolutamente convergente, cioé¢ 'integrale improprio

+oo
/ (b)) dt

& convergente, allora anche l'integrale [~ oo (t) dt ¢ convergente. (Un enunciato analogo vale per le
serie numeriche). Dunque, per dimostrare che f0+oo et sintdt & convergente, basta dimostrare che

+oo 5
/ eV |sint|dt
0

é convergente. A questo scopo, si noti che, per tutti i ¢ sufficientemene grandi,

1
eft2|sint| <e <=
t2

perché ett 1 (dal momento Che — 0 per t — +00). Dunque, per il criterio del confronto,

—+o00 “+o00 —+o00 1
—t2 . —¢2
/ e " |sint| < / e < / 5 < +oo
0 0 o t

3. Risposta giusta: (a).
Sia ax + by + cz +d = 0 un’equazione cartesiana del piano cercato. Il vettore di giacitura
(a,b,c) del piano cercato deve essere ortogonale sia a 4 sia a ¥. Dunque, si deve avere

a+b+c=0 —a+2c=0

L’unico piano che soddisfa queste condizioni ¢ il piano della risposta (a). Resta da controllare che
il punto A = (1, —2,1) appartenga a tale piano:

2x1-3x(-2)+1-9=0

4. Risposta giusta: (a).



Con i dati assegnati, dall’identita
|17+ 31> = ||al|* + 2@ - 7 + || 7]
ricaviamo il prodotto scalare: @ - ¢ = 2. Allora

it —0))* = |Ja@)|®> —2u- T+ o) =1-2x2+4=1

5. Risposta giusta: (c).

27 27 2
t
L:/ \/(1—cost)2+sin2tdt: ﬁ\/l—costdt:2/ sinidt:2x4:8
0 0

0

Abbiamo usato la formula di bisezione:

1 —cost t
———— =sgin — 0<t<?2
\/ > 51112, <t<27w

7

La risposta “C non é rettificabile ” ¢ da scartare, perché le curve di classe C' su un intervallo

compatto sono rettificabili.

6. Risposta giusta: (d).
Il prodotto vettoriale a X b ¢ ortogonale sia al vettore a sia al vettore b. Dunque,

(axb)-(a+b)=(axb)-at+(axb)-b=0
Il prodotto vettoriale non gode della proprieta associativa (a x b) x ¢ = a x (b x ¢). Ad esempio,

—e; = (e1 X ez) X ey F e X (eg X €2) =0



4 Risposte agli Esercizi

RISPOSTE AGLI ESERCIZI

+o0
EsERcIz10 1 Dire per quali a € R converge l'integrale generalizzato / —dx
1

SOLUZIONE Fissiamo un qualunque a € R. Dico che, per tutti gli z sufficientemente grandi
(ciog, in un intorno di +00), vale la disuguaglianza

a 1
e =2
Infatti, questa disuguaglianza equivale a
xa+2
— <1 (per z sufficientemente grande)
e

e quest’ultima disuguaglianza ¢ vera, perché, per ogni a € R

a+2
. T
lim =0
r—+oo eT

+M>xa
Pertanto, 'integrale improprio / — dx converge per ogni a € R.
1 e

+o0
EsERcCIZIO 2 Stabilire se la serie Z

n=1
SOLUZIONE Usiamo il criterio del rapporto:

n!3"

'n converge, oppure diverge a +00.
n

ant1  (n+1)13"F pn

an (n+ 1)ntl nl3n
nn
—3(n+1
(n )(n+1)(n+1)”
nTL
=3
(n+ 1)
1
=3 I n—>§>1
(1+3)

Quindi la serie diverge.

EsErcizio 3 In R3, sia s la retta di equazioni parametriche

r=1t
s:q y=14+¢t telR
z=1

Scrivere equazioni parametriche per la retta r passante per il punto P = (1,0,0), incidente la retta
s e ad essa ortogonale.

SOLUZIONE Una soluzione ¢ la seguente. Chiamiamo X (¢) = (¢,1 + ¢,¢) un punto qualunque
sulla retta s. Consideriamo il vettore

PX( = X(t)—P=(t—1,1+1,¢)

dal punto P al generico punto X (¢). Cerchiamo il valore di t per il quale il vettore P X (th é
ortogonale alla retta s. Siccome un vettore di direzione di s ¢ dato da u = (1,1, 1), la condizione di

Ozu-PX(t;:?)t

ortogonalita tra i vettori u e P X (t) é



Il punto H sulla retta s corrispondente al valore t =0 ¢ H = (0,1,0). Dunque la retta passante per
P =(1,0,0), incidente e ortogonale alla retta s &

r=14u
rig Y=-—u uelR
z=0

Un’altra soluzione consiste nel trovare:
(a) il piano Q per P ortogonale a s:

Q: r+y+2—1=0

(b) l'intersezione del piano Q con la retta s:

H =(0,1,0)
(c) la retta PH:
r=1+u
rig Y=-—u uelR
z=0



