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Esercizio

(a) Risolvere il problema di Cauchy

X/: 2

x(1) =

X

N

(b) Determinare I'intervallo massimale sul quale é definita la
soluzione di (1)
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SOLUZIONE

(a) x(t) = 375

(b) Intervallo massimale: J = (—o0, 3)
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Esercizio

Trovare I'integrale generale dell’equazione:

1
y +— +1 =0, x € (—1,400) (2)

Verificare, facendo i conti, che la risposta data é corretta.
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RISPOSTE

Si pud vedere come equazioni a variabili separabili, oppure come
equazione lineare del primo ordine, omogenea.

1) Integrale generale: y(x) = CXLH, C eR.

2) Verifica della correttezza della risposta. Sostituiamo y = C 21—

x+1"
(C € R), al posto di y in (2). Otteniamo:

S S B
(x+1)2  x+1 x+1

!
=-C
y+X+1y
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Esercizio

Nello spazio affine euclideo R3, si considerino le due rette

x=1+t
r:q y=-14t teR (3)
z =2t
e
| x+y+z+1=0
S'{2x—y—z:0 (4)

Scrivere un'equazione cartesiana di un piano (se esiste) che includa
s e sia parallelo a r. Quanti piani di questo tipo esistono?
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SOLUZIONE

m Equazione del fascio di sostegno s:
AMx+y+z+1)+pu2x—y—2)=0

ciog, A+ 2u)x + (A —p)y + (A —p)z+ A =0.
m Condizione di parallelismo tra il piano del fascio e v = (1,1, 2):
(A+2u)1+A=p)1+(A—p)2=0, AN—p=0

Ad esempio: A =1,u=4.
m Piano cercato:
I9x—-3y—3z4+1=0
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Esercizio

Sia C la cubica gobba (twisted cubic)

R-SR3,  C(t) = (t, 2, 13)

Calcolare C'(t), C"(t), C'(t) x C"(t). Dimostrare che la
curva C é biregolare (cioé, C'e C" non sono mai paralleli).

Trovare la terna fondamentale T,N,B in t = 0.

Calcolare la curvatura k(0) in t = 0.

A Calcolare la curvatura k(t) in t € R.

B Trovare le equazioni dei piani (T,N), (N,B), (B,T) int = 1.
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Calcoli per la cubica gobba C(t) = (t, t2,t3). (Parte 1)

1) C'(t) = (1,2t,3t?), C"(t) = (0,2,6t), C' x C" = (62, —6t,2).
C'(t) x C"(t) # 0. Quindi C & biregolare.

2) T(0) = C'(0)/[C(0)] = (1,0,0),  C"(0) = (0,2,0).
Siccome C”(0) L C’(0), si ha: N(0) = C”(0)/|C"(0)| = (0,1,0).
Quindi B(0) = T(0) x N(0) = (0,0,1).

Metodo generale (da seguire quando C” non & ortogonale a C'):
o _ C(o)xc"(0) _ :

Prl.ma. B(O) = Ww = (0,0, 1),

Poi: N(0) = B(0) x T(0).

3) Kk(0) = [C'()xC(O)] _ [(10.0)x(02.0)| _ 5

|C7(0)] (1,0,0)]
4) w(t) = 1555 = BLaten
T OB T (1+41249t4)3/2
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Calcoli per la cubica gobba C(t) = (t, t2, t3). (Parte 2)

5) ATTENZIONE. | vettori (T, N, B) si intendono ora in t = 1.

Per trovare i tre piani (T,N), (N,B), (B, T) in C(1) =(1,1,1),
troviamo tre vettori paralleli rispettivamente a B, T e N.

a) (N, B). Un vettore parallelo a T & C'(1) = (1,2,3). Quindi:
Piano normale (N,B): 1(x —1) +2(y —1)+3(z—1) =0

b) (T, N). Un vettore parallelo a B &
C'(1) x C"(1) = (1,2,3) x (0,2,6) = (6, —6,2). Quindi:
Piano osculatore (T,N): 3(x —1) —3(y —1)+1(z—1) =0

c) (B, T). Un vettore parallelo a N & aB x 8T (a, 8 # 0), ad
esempio (3,—3,1) x (1,2,3) = (—11,8,9).
Piano rettificante (B, T): —11(x —1) —=8(y — 1) +9(z—1) =0.
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Esercizio
Trovare il polinomio di Taylor-Maclaurin di ordine due in xop = 0 (e
il grafico qualitativo vicino a zero) della soluzione del problema di
Cauchy

Y —y=x+1

y(0) =1

senza trovare prima esplicitamente tale soluzione.
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SOLUZIONE. Per la condizione iniziale abbiamo: y(0) = 1.

Day’ —y=x+1segue: y(0)=y(0)+0+1=2.

Day' —y =x+1segue: y' =y’ +1, e quindi
y'(0)=y'(0)+1=2+1=3.

Quindi il polinomio di Taylor-Maclaurin di ordine due in zero &

1+2x+gx2
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Esercizio

Si consideri 'ellisse

%2 y2
7+?:1

(a > b > 0) parametrizzata come

[0,27] S5 R?, C(t) = (x(1), (1)) (5)
x(t) = acost
y(t) = bsint

(a) Dimostrare che la curvatura é data da

ab
(a2sin? t + b2 cos? t)3/2

k(t) =

(b) Quali sono i punti sull’ellisse di minima e di massima curvatura?
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SOLUZIONE. (a) C'(t) = (—asint, bcost),
C"(t) = (—acost,—bsint). La curvatura &

k() = IX'y" — x"y| _ ab
(x2+y2)3/2  (a2sin®t + b2 cos? t)3/2

(b) I punti t di minimo per la funzione x(t) sono i punti di
massimo di

(a®sin® t + b%cos? t) = (a® — b?)sin® t + b?

ossia i punti di massimo di sin? t, che ovviamente sono t = 7/2,

t = —7/2. E k(t) assume il valore massimo se sin? t & minimo,
cioe se t = 0 oppure t = 7. | punti di curvatura minima e massima
sono dunque i vertici dell’ellisse, cioe le intersezioni dell’ellisse con
gli assi di simmetria.
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Esercizio

Stabilire se & convergente I'integrale generalizzato:

/+°° V1+ t2
o 1+

(t 4 £2)7/2

Federico Lastaria. Analisi e Geometria 1. Esercizi di riepilogo (20/12/2020) 15/31



Soluzione

Su ogni intervallo [0, b] (b > 0) la funzione 577 Vtigm &
Riemann-integrabile. Resta da studiare |'integabilita a +o00. Per

t — o0,
_vite ot 1
L+ (t+1t2)7/2 7 b

Pertanto, per il criterio del confronto asintotico, la funzione
J1L2 .. . . ).
L & integrabile in senso generalizzato sull'intervallo

1+(t+12)7/2

- . oo  VITEZ \
(0, +00), ossia I'integrale generalizzato |, Ty dt &
convergente.
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Esercizio

Calcolare I'integrale curvilineo

/C\/(bax>2 + (‘%)2ds (6)

S 10T . . . 2 2
dove C é I'ellisse di equazione cartesiana %; + % =1.
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RISPOSTA. Parametrizzazione: x = acost, y = bsint,
0<t<2m.

ds = (\/32 sin? t 4 b2 cos? t) dt. L'integrale (6) & uguale a:

fo27r \/( bacosr)2 + (abint)z (\/32 sin’ t 4 b2 cos? t) dt

a
= fozw (32 sin? t + b? cos? t) dt = a2 fozw sin® t dt + b? f027r cos” t dt
= (2> + )7
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Esercizio

Studiare la convergenza dell’integrale

LI
—— dx (7)
0 Vx+ x2
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SOLUZIONE

Poiché 0 < \/7 71 I |ntegra|e (7) converge per il criterio del

confronto. ure: er x — 0T, e quindi I'integrale
Oppure: = ~ =, p 07 eq g
(7) converge per il criterio del confronto asintotico.
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Esercizio

1) Studiare la convergenza dell’integrale

+0o0
/ xe X dx (8)
0

Calcolare il valore numerico dell’integrale (8).
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SOLUZIONE
1) Converge, perché (ad esempio) xe > < 1/x? (per x grande).
2) Integrando per parti: [ xe ™ dx = —e *(x + 1) + C. Quindi

400 b
/ xe dx = lim / xe Xdx= lim [~eX(x+1)]g =1
0 0

b—+o00 b—+o00
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Esercizio

Dire se sono convergenti i seguenti integrali:
1] f2 x2 sin =5 L dx
400 sin x
2
B
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RISPOSTE
1) Non converge, perché x2 sin 712 — 1, per x = 4o00.
2) Per x € (1, +00),

sin x 1
vx3| x3/2

s 1 s . .. to0 &
Poiché —7; & integrabile su (1, +00), anche I'integrale [; i;‘xg dx
converge, per il criterio del confronto.
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Esercizio

Risolvere il problema di Cauchy

x —2x = T7e’t
x(0) =3
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RISPOSTE.

Soluzione generale: Ce?t + et [e72t7e?t dt = Ce?t + Tte?t
Soluzione del problema di Cauchy: et (3 + 7t)
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Esercizio

Risolvere il problema di Cauchy

y +4y =x+2
y(0)=0
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RISPOSTE.
Soluzione generale: ce 4 x4 L

| 1 . 7 —4x X 7
Soluzione del problema di Cauchy: —1g€ + 3+ 1%
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x = r(f —sin0)
y =r(1 —cosb)

X ro orr

Esercizio

Calcolare la lunghezza dell’arco di cicloide

[0,27] - R2,  C(W) = (r(v) — sin®), r(1 — cosv))

RisPOSTA Lunghezza dell’arco di cicloide: 8r.
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Esercizio

Trovare le coordinate del baricentro della semicirconferenza v di
equazioni parametriche:

x(t) = Rcost, y(t) = Rsint, telo,7] (9)
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SOLUZIONE
Per motivi di simmetria, il baricentro si deve trovare sull'asse y. Le
sue coordinate (X,y) sono date, per definizione, da:

_ 1/ _ 1/
X =— [ xds, y=- [ yds
LJ, LJ,

dove L & la lunghezza della curva. Nel nostro caso L = 7R e
ds = R dt. Quindi:

X = L Rcostht / costdt=0
™R

y:/ Rsint Rdt = / sintdt = R
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