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Prefazione

Lo scopo di questo mio lavoro e proporre alcuni strumenti per lo studio della
Misura del Cerchio di Archimede (circa 287 a.C. - 212 a.C.), una delle opere
scientifiche piu lette e citate di tutta 'antichita. In particolare, spero che queste
note possano essere studiate insieme da studenti e docenti, sia di scuole secondarie
superiori sia universitari. Mi piace pensare, inoltre, che lo scritto di Archimede
possa suscitare 'interesse non soltanto di studenti e studiosi di materie ‘scientifiche’,
ma anche ‘umanistiche’ (qualunque cosa significhino questi aggettivi); ad esempio,
di lingua greca o di filosofia. Ancora piu in generale, non escludo che il testo
archimedeo possa incuriosire qualche persona coraggiosa, sedotta dal fascino di un
testo scientificamente ‘attuale’ di circa 2300 anni fa, che contiene idee matematiche
profonde, belle e, tutto sommato, semplici.

Traduzione e testo a fronte A differenza di quanto accade per le opere letterarie
o filosofiche, le traduzioni delle opere scientifiche antiche spesso non riportano il
testo originale a fronte e talvolta non sono soddisfacenti. Per questo motivo ho
scelto di riportare, oltre alle traduzioni, anche i testi originali greci degli autori
di volta in volta citati (Archimede, Euclide, Erone). Almeno nelle mie intenzioni,
ho cercato una traduzione che fosse comprensibile e sufficientemente fedele da
fare trasparire la struttura del testo originale, anche solo per mera curiosita. Per
facilitare la consultazione del testo greco, ho aggiunto in appendice un piccolo
glossario. Nella parte del lavoro in cui si ricostruiscono in modo dettagliato i
metodi, le dimostrazioni e i calcoli, ho invece pienamente utilizzato il linguaggio e
soprattutto il simbolismo algebrico moderno.



Contenuto della Misura del Cerchio La Misura del Cerchio ¢ un’opera relativamente
semplice, se confrontata con altre del grande siracusano, ma contiene almeno due
importanti contributi originali:

(a) la dimostrazione rigorosa (Proposizione 1) della uguaglianza tra larea del
cerchio e la meta del rettangolo avente per dimensioni la circonferenza rettificata e
il raggio, un bellissimo esempio del classico metodo di esaustione di Eudosso;

(b) due procedimenti di calcolo - diciamo, due programmi -, per approssimare
con precisione arbitraria, rispettivamente dall’alto e dal basso, il rapporto 7 tra la
circonferenza e il diametro di un cerchio (Proposizione 3).

Nel testo pervenutoci Archimede, spingendosi a fare i conti fino a conside-
rare i poligoni regolari circoscritti e inscritti di 96 lati, trova infine la semplice
approssimazione

10 1
3+ﬁ<ﬂ-<3+?

In particolare, I'approssimazione m &~ 3+1/7 = 22/7 (che risulta essere piu accurata
di m ~ 3.14) ¢ stata lungamente utilizzata in passato (e talvolta considerata
erroneamente come un’uguaglianza).

Guida allo studio Il paragrafo 1 € una presentazione generale dello scritto di
Archimede. Puo essere utile per chi voglia avere un’idea generale dei risultati,
delle dimostrazioni e dei procedimenti per approssimare 7, senza studiare tutti i
dettagli. Il paragrafo 2 contiene il testo greco e la traduzione, corredata di note.
(Nel formato elettronico, si salta dal testo alla nota, e viceversa, cliccando sul
numero della nota.) I tre successivi paragrafi riprendono, in modo approfondito, le
tre proposizioni della Misura del Cerchio, discutendo in modo piu esteso alcuni
prerequisiti tacitamente assunti da Archimede, le dimostrazioni e la determina-
zione dei metodi per approssimare 7. Il paragrafo 6 descrive alcuni metodi che
Archimede ha presumibilmente utilizzato per calcolare le radici quadrate, tra le
quali 'approssimazione babilonese (con relative varianti), il metodo di Erone e lo
sviluppo in frazioni continue.

Ho poi aggiunto due digressioni su interessanti questioni che non sono trattate
nella Misura del Cerchio, ma sono comunque ad essa correlate. La prima (alla
fine del paragrafo 1) riguarda quattro classici risultati di Archimede - sull’area
del cerchio, la lunghezza della circonferenza, la superficie e il volume della sfera
(correlati dal ruolo del rapporto ) e la bellissima scoperta archimedea del rapporto
2 : 3 (sia per volume sia per superficie) tra sfera e cilindro circoscritto. La
seconda (alla fine del paragrafo 5) riguarda il contributo di Archimede alla nascita
della trigonometria. La questione (ancora oggi dibattuta) ci dara 1’occasione di
riconoscere l'importanza degli scienziati islamici dei secoli IX, X e XI ai quali
dobbiamo - oltre a contributi originali - anche traduzioni in arabo e commenti di
opere greche che altrimenti sarebbero rimaste sconosciute.



Prerequisiti I prerequisiti matematici per la comprensione della Misura del Cerchio
non sono numerosi. Grosso modo, e sufficiente conoscere un po’ di geometria
euclidea elementare: gli enunciati del teorema di Pitagora e del teorema della
bisettrice (Euclide, Elementi, Libro VI, Proposizione 3), di cui peraltro riporto la
dimostrazione nelle note; angoli al centro e alla circonferenza; i fatti fondamentali
su triangoli simili e proporzioni (la ‘teoria dei numeri reali’ degli antichi matematici
greci). Richiamero comunque, di volta in volta, i risultati e i concetti matematici
che Archimede molto spesso utilizza senza richiamarli esplicitamente, dandoli
per scontati. Il taglio di Archimede, infatti - diversamente da quello di Euclide
negli Flementi - non e quello organico e dettagliato di un manuale scolastico, ma
piuttosto quello, piu asciutto, di un articolo di ricerca avanzata. In breve, questo
lavoro dovrebbe essere accessibile a chiunque abbia un minimo di alfabetizzazione
matematica, purché sia disposto a impegnarsi nella lettura e nella personale
ricostruzione del testo; come e sempre richiesto, del resto, per lo studio di un
qualunque testo di matematica.

Ringraziamenti Lucio Russo e stato fonte di ispirazione attraverso le sue opere, in
particolare La Rivoluzione Dimenticata e Archimede. Un grande scienziato antico.
Ennio De Giorgi mi ha trasmesso l'idea che il finito in matematica (e non solo) ci
appare incomprensibile e disarmonico, se non lo pensiamo immerso in un quadro
infinito; e che tradizione e innovazione in matematica non sono in conflitto, ma
che I'una arricchisce l'altra.

F.G.L.

Milano, 5 Ottobre 2023.
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1 Introduzione

“[..] 7 libri dell’istesso Archimede, gid da me con infinito stupore letti
e studiati [..]”  Galileo Galilei !

“[..] La Misura del Cerchio di Archimede ¢é il suo contributo piu
emblematico alla scienza. [..] E nella Misura del Cerchio che, pit ancora che
la straordinaria sua tecnica e lincredibile sua fantasia, appare la filosofia di
Archimede riguardo a quelli che in ultima analisi sono i problemi culminanti
della matematica: © problemi di calcolo. Si puo discutere se Archimede, come
alcuni sostengono, fu il fondatore della moderna analisi infinitesimale, ma é
indubbio che egli lo fu della moderna analisi numerica, intesa, non come
troppi oggi usano, quale “matematica sperimentale”, ma come rigorosissima
disciplina matematica, sublimazione e capitolo elevatissimo di tutta [’analisi
matematica.” Gaetano Fichera, [15].

I1 piccolo trattato che ci & stato trasmesso con il titolo Misura del Cerchio® ¢
una delle opere di Archimede piu diffuse e citate di tutta 'antichita.

Si tratta del rifacimento di una parte di un’opera di Archimede andata perduta.
Si ritiene che quest’opera contenesse altri risultati sui rapporti tra corde e archi, e
sulle aree di settori e di segmenti di cerchio.?

Il trattato che ci ¢ pervenuto contiene gli enunciati e le relative dimostrazioni
di tre proposizioni. L’ordine in cui tali proposizioni si susseguono non & corretto
dal punto di vista della dipendenza logica, perché la dimostrazione della seconda
utilizza un risultato della terza (che & invece del tutto indipendente dalla seconda).
E’ dunque del tutto verosimile che il testo, nel corso del tempo, abbia subito delle
corruzioni. Inoltre, a differenza di altre opere di Archimede, lo scritto che ci ¢
pervenuto non contiene un preambolo, né sotto la forma di saluto indirizzato al
destinatario, né sotto la forma di presentazione generale delle questioni matematiche
trattate.

La Misura del Cerchio ¢ un’opera unica - non solo tra quelle dello stesso
Archimede, ma piu in generale della matematica antica -, in quanto contiene sia un
importante risultato teorico di geometria classica - la Proposizione 1, dimostrata
con il raffinato metodo di esaustione di Eudosso, che determina ’area del cerchio
- sla metodi ricorsivi per ottenere approssimazioni razionali (per eccesso e per
difetto) del rapporto - oggi chiamato 7- tra circonferenza e diametro, con una
precisione in linea di principio arbitraria. Tali metodi mostrano che Archimede
avesse padronanza anche di tecniche che oggi chiameremmo di analisi numerica.



1.1 Breve presentazione della Misura del Cerchio

Cominciamo a passare in rassegna i risultati principali, lasciando ai prossimi
paragrafi i dettagli e gli approfondimenti. Il testo che ci € pervenuto ¢ costituito
dalle seguenti tre proposizioni.

1. PROPOSIZIONE 1. L’area di un qualunque cerchio e uguale a quella
di un triangolo rettangolo i cui cateti sono la circonferenza e il
raggio del cerchio.

RAGGIO E

CIRCONFERENZA

Figura 1: Triangolo rettangolo equivalente al cerchio.

Detto altrimenti, abbiamo una forma di ‘quadratura’: il cerchio é la
meta del rettangolo avente per dimensioni la circonferenza rettificata e
il raggio.

DIMOSTRAZIONE. (Cenni. Per altri dettagli, prerequisiti teorici e
commenti, si veda il paragrafo 3.) Sia C il cerchio e chiamiamo F
il triangolo rettangolo i cui cateti siano la circonferenza rettificata e
il raggio del cerchio. Si tratta di dimostrare che C' = E. A questo
scopo, si procede con due dimostrazioni per assurdo, il metodo tipico
dei matematici greci per dimostrare uguaglianze. Precisamente, si
dimostra che sia I'ipotesi C' > F sia 'ipotesi C' < E conducono a una
contraddizione. Se ne dedurra allora che, per esclusione, si deve avere
C=F.

a) Supponiamo C' > E. Chiamiamo P, il poligono regolare inscritto
di n lati. Archimede da per acquisito il fatto seguente: la differenza
C — P, (la parte colorata nella Figura (a)) si puo rendere piccola quanto
st vuole, pur di prendere il numero n di lati sufficientemente grande.
Piu precisamente: per ogni prefissata area D esiste un intero ng tale
che, per tutti gli interi n > ng, si ha C — P, < D. (Questo fatto verra
dimostrato nel paragrafo 3.) In particolare, prendiamo D = C' — E.
Allora, per la proprieta appena enunciata, esiste un intero n per il quale
si ha
C—-—P,<C-FE cioe P,>FE

Il poligono regolare inscritto P, ha la stessa area del triangolo T, avente
come base il perimetro di P, e come altezza l’apotema (cioe, il segmento
mandato perpendicolarmente dal centro del cerchio a un lato di P,).
Scriveremo P,, = T,, (uguaglianza tra aree). Ora, siccome il perimetro
di P, & minore della circonferenza* (la base del triangolo rettangolo
E) e la sua altezza ¢ minore del raggio (la relativa altezza del triangolo
E), siavra T, < E, e quindi P,, = T,, < E. Assumendo che sia C' > E
siamo cosl arrivati a una contraddizione: P, > F e P, < E. Pertanto,
non puo essere C' > FE.



(a) C — P, (b) P, —C

b) Supponiamo C' < E. Chiamiamo P, il poligono regolare circoscritto
di m lati. Anche per i poligoni regolari circoscritti la differenza P, — C
(la parte colorata nella Figura (b)) si puo rendere piccola quanto si
vuole - cioe, minore di una qualunque area D preassegnata -, pur di
prendere il numero m dei lati sufficientemente grande. Allora, fissato
D = E — C esiste un intero m per il quale

P -C<E-C «coet P, <E

11 poligono P}, ha la stessa area del triangolo 7/, che ha base uguale
al perimetro di P/, (che & maggiore della base di F) e altezza uguale
al raggio r (che & uguale alla relativa altezza del triangolo F). Quindi
P/ =T > E. Siamo arrivati ancora a una contraddizione: P, < E e
P/ > E. Quindi, non puo essere C' < F.

In definitiva, siccome non puo essere né C > FE né C < E, deve essere
necessariamente C' = F. ]

Questa bellissima dimostrazione - un’argomentazione indiretta, effettuata con
il metodo della riduzione all’assurdo® & un notevole esempio di applicazione
del cosiddetto metodo di esaustione, generalmente attribuito a Eudosso di
Cnido.% Si tratta di un metodo dimostrativo che consente di superare in modo
rigoroso le difficolta teoriche relative al ricorso a grandezze infinitesimali e
processi infiniti.

Questa Proposizione fornisce ’esempio pit importante di uguaglianza (di
aree) tra una figura con il contorno curvilineo e una figura con il contorno
rettilineo; precisamente, nel nostro caso, I'uguaglianza tra un cerchio e un
certo triangolo rettangolo (la meta di un certo rettangolo).” Si tratta di un
risultato teorico di grande importanza e semplicita:

1
CERCHIO = _ CIRCONFERENZA X RAGGIO (1)

Utilizzando le stime numeriche per il rapporto

CIRCONFERENZA
DIAMETRO

m =

9



ricavate nella successiva Proposizione 3, la formula (1) scritta sopra consente
il calcolo computazionale (ovviamente, approssimato) dell’area di un cerchio.
Detto altrimenti, la Proposizione 1 risolve il problema della quadratura
aritmetica® del cerchio.

Come si vede dalla dimostrazione, la Proposizione 1 non ha carattere costrut-
tivo, nel senso che non ¢ presentata una costruzione con riga e compasso del
triangolo equivalente al cerchio.” Il problema teorico risolto da Archimede
mediante la ‘quadratura aritmetica’ del cerchio non va dunque confuso con
il classico problema della ‘quadratura del cerchio’, che si puo enunciare nel
modo seguente: dato un cerchio, trovare una costruzione geometrica, da
effettuarsi (in un numero finito di passi) soltanto mediante l'uso di riga e
compasso (in breve, disegnando soltanto rette e cerchi), che permetta di
costruire il lato del quadrato che abbia la stessa area del cerchio assegnato.
Come e ben noto, alla fine del diciannovesimo secolo tale costruzione e stata
dimostrata impossibile.'® Comunque, dalla Proposizione 1 della Misura del
Cerchio segue facilmente un risultato interessante:

1l problema della quadratura del cerchio, con riga e compasso, €
equivalente a quello della rettificazione della circonferenza, con
Tiga e compasso.

In altri termini, se si potesse rettificare la circonferenza con riga e compasso,
si saprebbe anche quadrare il cerchio con riga e compasso, e viceversa.'!

Per meglio apprezzare la Proposizione 1, osserviamo inoltre che da essa e dal
fatto che due cerchi stanno tra loro come i quadrati dei rispettivi diametri
(o dei rispettivi raggi)'? segue facilmente I’enunciato seguente (che nel testo
archimedeo che ci & pervenuto non & esplicitato):

% coincide con il

rapporto tra la circonferenza e il suo diametro:

Per ogni cerchio, il rapporto costante

CERCHIO  CIRCONFERENZA
(RAGCIO)>  DIAMETRO

(2)

Infatti, si ha in breve:

CIRCONFERENZA 2 CERCHIO 1 ) .
DIAMETRO ~ \"raGGIO / 2 RAGGIO La circonferenza ¢ data
2 CERCHIO
dal rapporto =-=> per
la formula dell’area (1)
della Proposizione 1.
_ CERCHIO
(rRAGGIO)?

Ritorneremo sulla questione discutendo la prossima Proposizione 2.
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2. PROPOSIZIONE 2. Ogni cerchio ha rapporto, rispetto al quadrato
costruito sul suo diametro, uguale a quello tra 11 a 14:

CERCHIO : QUADRATO SUL DIAMETRO = 11 : 14 (3)

A rigore, la proporzione si deve interpretare non come una vera uguaglianza
tra rapporti, ma come un’approssimazione. Precisamente, se definiamo
T = CIRCONFERENZA /DIAMETRO, con le notazioni odierne la (3) fornisce
un’approssimazione dall’alto per 7 /4:

T 11 T 11
-~ — - < — 4
~u <n) g
Allo scopo di dimostrare 'uguaglianza (approssimata) (3), si usa come
approssimazione dall’alto per 7 il valore 3 + %, ricavato nella successiva
Proposizione 3. Per confrontare i valori numerici, si tenga presente che

T 11
— = 0.78539... — = 0.78571... 5
4 14 ()

Poiché la Proposizione 2 richiede un risultato della Proposizione 3, 'ordine
delle tre proposizioni della Misura del Cerchio appare sbagliato (almeno,
quanto alla loro dipendenza logica) il che avvalora 'ipotesi di una corruzione
del testo originario. Piu della stima numerica in sé, ¢ pero la dimostrazione
della. Proposizione 2 a presentare forse un motivo di interesse. Infatti,
Archimede vi afferma che il rapporto tra il cerchio e il quadrato del raggio e
dato dal rapporto tra due triangoli rettangoli aventi come base comune un
cateto (il raggio del cerchio) e come relative altezze la circonferenza rettificata
e il diametro. E chiaro dunque (applicando ad esempio il teorema VI.1 degli
Elementi di Euclide) che il rapporto tra il cerchio e il quadrato costruito sul
raggio é dato dal rapporto tra la circonferenza e il suo diametro (Fig: 3).

\ /H
Figura 3: Per costruzione, AE = 2AB e FZ = %AB. 4 ATA = AB?, il quadrato

costruito sul diametro. CERCHIO =~ AT'Z per le Proposizioni 1 e 3. Dunque:
CERCHIO ( 1 CERCHIO) _1ATZ 13+ 31)AB (N 1 CIRCONFERENZA) 11

AB?2  \_ 4RAGGIO? 4 4  DIAMETRO 14

A

~

T 4ATA 4 AB

Pertanto, anche la dimostrazione della Proposizione 2 - come il nostro
commento finale alla Proposizione 1 (pag. 10) - avvalora la congettura che
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I’Autore avesse conoscenza, arricchita dall’interpretazione geometrica vista
sopra, del risultato seguente:

In un qualunque cerchio, la costante, oggi chiamata 7, che denota
il rapporto tra circonferenza e diametro, coincide con il rapporto
tra il cerchio e il quadrato costruito sul raggio.

La questione, per quanto oggi possa (erroneamente) apparire banale, non
sembra essere trattata in modo esplicito dai matematici che precedono
Archimede ([42], [43]).

PROPOSIZIONE 3. La circonferenza di ogni cerchio é maggiore del
triplo del diametro, e lo supera di meno di un settimo e di piu di
dieci settantunesimi del diametro stesso.

Si tratta del risultato piu famoso della Misura del Cerchio. In altri termini,
I’enunciato afferma che

10 1
(3 + 71) DIAMETRO < CIRCONFERENZA < (3 + 7) DIAMETRO

In termini di rapporti:'?

10 CIRCONFERENZA 1
3+

3+ —< <
+ 71 DIAMETRO 7

Nella rappresentazione decimale, abbiamo'*

10 1
3o =3.140845.,  w=3141592... 3+ =3.TIW57

La strategia di Archimede per dimostrare le disuguaglianze (6) consiste
nell’approssimare dall’alto (dal basso) la circonferenza utilizzando i perimetri
dei poligoni regolari circoscritti (inscritti). Si parte dagli esagoni regolari
e, raddoppiando successivamente il numero del lati, si arriva infine (almeno
nel testo che ci ¢ pervenuto) ai poligoni regolari di 96 lati. Si giunge alle
approssimazioni finali (6) con un intreccio di geometria e calcolo numerico
(si vedano i dettagli nel paragrafo 1.2):
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o Lo studio geometrico si fonda sul teorema delle bisettrici (Euclide,
FElementi, Libro VI, Proposizione 3), sulle proprieta dei triangoli simili
e sul teorema di Pitagora. Questa trattazione geometrica conduce a
procedimenti di calcolo che permettono di ottenere approssimazioni di
7 (dall’alto e dal basso) sempre piu accurate al crescere del numero dei
lati dei poligoni regolari (circoscritti e inscritti).

o 1l calcolo numerico consiste, oltre che nella stima di rapporti, nel calcolo
approssimato - per difetto o per eccesso - di radici quadrate (paragrafo
6.2).

Nel prossimo paragrafo, anticipiamo in modo schematico i procedimenti con i
quali Archimede ricava le approssimazioni (6) del numero 7.

1.2 Metodi per approssimare 7 dal basso e dall’alto

Senza addentrarci nelle dimostrazioni, vediamo in sintesi il procedimento seguito da
Archimede nella Proposizione 3 per approssimare, dall’alto e dal basso, il rapporto
7 tra la circonferenza e il suo diametro.

1) Approssimazioni con poligoni regolari circoscritti.

Cominciamo con le approssimazioni di 7 dall’alto.

Figura 4: Nel cerchio di centro E e raggio r, A" &€ un diametro; I'Z =1,, e T'H = oy,
sono i semilati dei poligoni regolari circoscritti P, e Ps,, di n e 2n lati rispettivamente;
EH ¢ la bisettrice dell’angolo Z ZET"; r,, e r9, sono i raggi dei cerchi circoscritti a P, e
Py,,. (Le proporzioni in figura si riferiscono al caso n = 6.)
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Per ogni n, chiamiamo [,, il semilato del poligono regolare P, di n lati circoscritto
al cerchio di raggio r e sia r, l'ipotenusa del triangolo rettangolo di cateti [,, e
r (r, & uguale al raggio del cerchio circoscritto a F,). Poiché la circonferenza e
minore del perimetro n(2l,) del poligono circoscritto’ P, si ha

CIRCONFERENZA - PERIMETRO DI P, l,
_ —n2
DIAMETRO 2r r

(7)

Allora, per garantire un’approssimazione di 7 dall’alto, anche tutti i rapporti /,,/r
dovranno essere calcolati con approssimazioni dall’alto. A questo scopo, Archimede
trova pero piu conveniente calcolare inizialmente tutti i rapporti reciproci r/l,
- ovviamente ora con approssimazioni dal basso - per i poligoni regolari P,, con
n = 6,12,24,48,96. Ottenuta infine una stima dal basso di r/lgg, se ne ricava una
dall’alto per il reciproco lgg/7, € poi (utilizzando la (7)) una stima dall’alto per 7

!
T <9628
T

Il motivo per cui risulta pit semplice considerare dapprima i rapporti reciproci /1,
(al posto dei rapporti l,,/r) sta nel fatto che, utilizzando il teorema della bisettrice
(Euclide, Elementi, Libro VI, Proposizione 3) e le proprieta delle proporzioni,
Archimede dimostra la semplice uguaglianza!®

r r n
S I 8
l2n ln+ln’ ()

<

che sara la base del procedimento ricorsivo di calcolo, che ¢ il seguente. Il rapporto

n g ricava dal teorema di Pitagora r2 =r?+ 12, ed ¢ dato da

ln n

A

Sostituendo tale valore nell’'uguaglianza (8), si trova infine che la relazione ricorsiva
che permette di ricavare il rapporto r/ly, in funzione del rapporto r/l, (o, nel
nostro linguaggio, ls,, in funzione di [, ¢ data da:

r r r\?
— = ~) 41 10
lon 1y - (ln> * (10)

Il punto di partenza (la condizione iniziale) di questo procedimento ricor-
sivo viene dallo studio dell’esagono regolare (caso n = 6): Archimede trova
I’approssimazione dal basso di v/3 data da

r 265
= V3] > = (11)
Come in tutti gli altri calcoli numerici che figurano nella Misura del Cerchio, non
¢ fornita nel testo alcuna indicazione sui metodi utilizzati per pervenire a questa
approssimazione.

La scrittura della successione ricorsiva (10) aiuta a sintetizzare il procedimento
di Archimede, ma puo essere ingannevole per il lettore moderno. Infatti, qui non
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si tratta di studiare genericamente la convergenza o il limite di tale successione.
Il problema posto e risolto da Archimede e piu specifico e di altra natura, oggi
diremmo di calcolo numerico. Pitu precisamente, il problema consiste nel calcolare
tutti i termini della successione (10) (a partire da i fino a 7=, almeno nel testo che
ci e pervenuto) mediante approssimazioni per difetto. In particolare (nel caso dei
poligoni circoscritti), tutte le radici quadrate che figurano in (10) dovranno essere
calcolate per difetto. Con il termine approssimazioni, intendiamo qui, ovviamente,
approssimazioni razionali, cioeé espresse in termini di rapporti tra interi. Inoltre,
i denominatori dovranno essere scelti quanto piu possibile piccoli, in modo da
rendere i conti piu facilmente praticabili.

Partendo dalla stima iniziale per ;- data da (11), nella Proposizione 3 sono
successivamente stimati per difetto, utilizzando la formula ricorsiva (10), tutti i

rapporti 7=, 7, -, fino alla stima
ro 4673+ 3
—_ > " 12
log 153 (12)
Dalla (7) segue allora, passando ai reciproci nella (12),
PERIMETRO DI Phyg log 153 1
< =96 — <96 — <3+ 2 13
m o r w63+ "7 (13)

2

(Si vedano i paragrafi 5.2.1 (pag.55) e 6.2 per i dettagli sui conti.)

2) Approssimazioni con poligoni regolari inscritti.

Passiamo ora alle approssimazioni di 7w dal basso. Chiamiamo s, il lato del
poligono regolare P! di n lati inscritto nel cerchio di raggio r, e chiamiamo d,, il
secondo cateto del triangolo rettangolo avente I'ipotenusa 2r e un cateto uguale a
Sn.-

A

Figura 5: s, = BT e s9, = HI sono i lati dei poligoni regolari inscritti con n e 2n lati;
AH ¢ la bisettrice dell’angolo /T'AB; d,, = AB e do, = AH. (In figura e riportato il
caso n = 6.)

15



Poiché la circonferenza ¢ maggiore del perimetro del poligono inscritto P!,
abbiamo

n =
2r 2r DIAMETRO
Ora, per approssimare 7 dal basso, anche tutti i rapporti s, /(2r) dovranno essere
approssimati dal basso. Come nel caso dei poligoni circoscritti, Archimede trova
pitt conveniente prendere in considerazioni i reciproci, cioe i rapporti 2r/s,, Infatti,
posto

Sn PERIMETRO DI P/L < CIRCONFERENZA (14)
_ = T

d 2r
Sn Sn
Archimede trova un modo semplice per passare ricorsivamente da 8, = 2= a

0op = SQTT nel modo seguente. Dal teorema della bisettrice, applicato al triangolo

Y
n

ABT e dalla similitudine dei triangoli AHT e FHT segue,'” per ogni n,

Yon = Yn T 571 (16)

mentre dal teorema di Pitagora si ricava

0= +1, 0n =112 +1 (17)

Allora, dimezzando gli angoli al centro e quindi raddoppiando il numero dei lati, si
passa dalla coppia di rapporti v,, 6, alla coppia successiva 7, € ds,, tramite le
uguaglianze

5271 - (fYn + 671)2 + 1 (19)

Per approssimare i rapporti s, /2r dal basso, tutti i rapporti 6,, = 2r/s,,, e quindi
anche tutti i v,, devono ora essere approssimati dall’alto. In particolare, le
approssimazioni delle radici quadrate dovranno ora essere stimate per eccesso.

Il caso iniziale & quello dell’esagono inscritto (n = 6), per il quale

dg 1351 2r
76_376(_\/§><% ;6_2 (20)

Tramite i valori iniziali (20) e le relazioni ricorsive (18), nel testo si calcolano
delle stime dall’alto successivamente per dg, 012, 024, d45 fino a

or 2017 + 1
dgg = — < ———12
% S96 66
Da quest’ultima stima, essendo il perimetro di Py uguale a 96596, segue
PERIMETRO DI Py S96 96 x 66 6336 10
> =96— > = >3+ = 21
" 20 TS T Sk T

(Per i dettagli sui calcoli, si vedano i paragrafi 5.3.1 e 6.2.)

Riassumendo, la Proposizione 3 si conclude allora con la doppia approssimazione

10 10
— — 22
3+71<7r<3+70 (22)
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I metodi utilizzati da Archimede per il calcolo approssimato (per difetto e per
eccesso) di v/3 e di tutte le altre radici quadrate che figurano nei procedimenti
ricorsivi descritti sopra (le (10) e le (17)) non si conoscono con certezza. La
letteratura scientifica su questo tema e molto vasta e non ne faremo una discussione
critica.'® Per il lettore interessato, alcuni metodi per effettuare le approssimazioni,
e i dettagli dei conti, sono presentati nel paragrafo 6.

1.3 Digressione: alcune scoperte di Archimede sul cerchio e sulla sfera

Lasciando per il momento la Misura del Cerchio, facciamo una breve digressione
su altri importanti risultati di Archimede sulla superficie e sul volume della sfera,
che in modo implicito riguardano il numero 7. Abbiamo gia visto che il rapporto
costante 7 tra la circonferenza e il diametro di un qualunque cerchio (calcolato
nella Misura del Cerchio, Proposizione 3) coincide con il rapporto tra il cerchio
e il quadrato costruito sul suo raggio. Archimede estese lo studio ad altri due
rapporti: quello tra la superficie della sfera e il quadrato del suo raggio, e quello
tra il volume della sfera e il cubo del suo raggio. Riportiamo (senza dimostrazioni)
gli enunciati di questi ultimi due importanti risultati, dimostrati da Archimede nel
trattato Sulla Sfera e il Cilindro Sulla Sfera e il Cilindro 1"

Iepl Ygaiipag xol xUAVOEOU

’

Ny

ITdong opalpag 1 Empdvela TeTpo-
mhaota €6t ToU peyloTou xOxAou TéSY
ev a0t

A0

Idoo ogolpa TeTpamhaoia €oTl
xwvou ToU PBdowv uev Eyovioc lony
¢ peYloTw wOxhe 6V EV Ti] ogul-
ea, Upog 6¢ TV Ex Tl xévtpou Tiig
ogaipoc.

Sulla Sfera e il Cilindro

(Proposizione) 33

La superficie di ogni sfera e qua-
drupla del suo cerchio massimo.?”

(Proposizione) 34

Ogni sfera ¢ quadrupla di un cono
avente base uguale al cerchio massi-
mo della sfera?' e altezza uguale al
raggio della sfera.

Come si vede, Archimede non usa formule e esprime i risultati in forma
geometrica, ossia in termini di rapporti tra figure.?? Noi invece, facendo uso delle



notazioni moderne, aggiungeremo alla forma geometrica le ben note formule
algebriche che esprimono lunghezze, aree e volumi - relative al cerchio e alla sfera
- in funzione del loro raggio. Abbiamo gia visto come dalla Proposizione 1 della
Misura del Cerchio segua facilmente che il rapporto tra circonferenza e diametro -
che ¢ lo stesso per ogni cerchio e oggi denotiamo con 7 - coincida con il rapporto
tra cerchio e quadrato costruito sul raggio, che € indipendente dal cerchio (come
gia dimostrato in Euclide, Elementi, XII). Includendo i risultati delle Proposizioni
33 e 34 riportate sopra, riassumiamo allora le formule relative a cerchi e sfere, in
cui compare la costante 7, nel nodo seguente.

CIRCONFERENZA . X
CIAMBTRO =7 L’usuale definizione di .

La lunghezza L della cir-
conferenza ¢ data allora
da L = 27r.

CERCHIO , . .

—— =7 L’uguaglianza di questo

RAGGIO?

rapporto con il preceden-
te segue dalla Proposizio-
ne 1 della Misura del Cer-
chio. (Si veda pag.10.)
L’area A del cerchio e
data da A = 7r?.

SUPERFICIE DELLA SFERA .
5 =A4r Per la Proposizione 33 so-
RAGGIO

pra, la superficie S della
sfera ¢ S = 4mr?.

VOLUME DELLA SFERA 4 .
= -7 II volume del cono &

RAGGIO? 3 /3 BASEXALTEZZA (Eucli-
de, FElementi, XII.10).
Pertanto, per la Proposi-
ztone 34 qui sopra, il vo-
lume V della sfera e dato
da V = gmrs.

Non possiamo omettere di citare altri due eleganti risultati di Archimede,
dimostrati nello stesso trattato come corollari delle precedenti Proposizioni:

o Il volume della sfera é2/3 del volume del cilindro circoscritto;

o La superficie della sfera é 2/3 della superficie (totale) del cilindro ad essa
circoscritto.

Secondo le numerose notizie a carattere aneddotico che lo riguardano, sembra
che Archimede fosse giustamente orogoglioso di queste sue scoperte sulle relazioni
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tra la sfera e il cilindro circoscritto, al punto che desiderasse che fossero ricordate
sulla propria tomba. Il che fu fatto, secondo la testimonianza di Cicerone, che a
Siracusa ando in cerca di tale tomba, e la riconobbe.?* Ecco il passo di Archimede
(Sulla Sfera e il Cilindro, I, [24]) con gli enunciati delle sue bellissime scoperte:

el Yepaiipag xol xUAivEEoU Sulla Sfera e il Cilindro I
[IIOPIXMA] [Corollario] (alla Proposizione 34)
I8¢ %OAvBp0¢ Bdoty UEY Exwy oV Ogni cilindro avente come base il
UEYLoTOV xUxAOV TGV €V Tf] ogaioq, U- cerchio massimo della sfera e altezza
(hog B¢ loov T drauéTee Thic ogaipac, uguale al diametro della sfera e una
NULOALOG 0Tl THig opalpag 1ol 1) ETLpd- volta e mezza la sfera e anche la sua
vel oauTtol YeTd TV Bdoswy Hutohio stessa superficie, con le basi, € una
tiic Empaveiog tiic opalpac. volta e mezza la superficie della sfera.

2
VOLUME DELLA SFERA = § VOLUME DEL CILINDRO CIRCOSCRITTO

2
SUPERFICIE DELLA SFERA = g SUPERFICIE DEL CILINDRO CIRCOSCRITTO

Questi ultimi due risultati sono una immediata conseguenza (corollario, téptoua)
della precedente Proposizione 34, in quanto il volume del cilindro circoscritto
alla sfera & (7r?) x 2r = 2713 e la sua area totale del cilindro (basi incluse) &
21r? + (27r)2r = 672,

Nella lettera a Dositeo - all’inizio del trattato Sulla Sfera e il Cilindro I -
Archimede, orgoglioso di questi risultati, si stupisce (un po’ ironicamente?) che
nessuno dei precedenti studiosi di geometria le abbia scoperte prima di lui:
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Apywhoec Aocrlée yaipety

Taltar OE T cuuTTOUaTa T QUoEL
TpouTfioyev TEpL T elpnuEva oy ua-
Ta, Y VOELTO O€ UTO TGV PO MUY Te-
ol ynwueTploy AvVECTEOUUUEVKDY 000E-
VO o0TEY ETUVEVONXOTOS, OTL TOVTWY
TV oYNUATWY EoTV ouuueTela.

Archimede a Dositeo, rallegrati

Ora queste proprieta gia pre-
esistevano, per la natura stessa del-
le figure considerate, eppure erano
ignorate da coloro che prima di noi
si occuparono di geometria, neppure
uno di loro essendosi accorto che tra
queste figure c¢’¢ simmetria.

I1 concetto espresso dal termine greco (e italiano) simmetria ¢ qui di difficile
interpretazione. Nel linguaggio della geometria greca, uno dei significati di sim-
metria & commensurabilita (il corrispondente termine latino). Il rapporto - sia dei
volumi sia delle superfici - tra sfera e cilindro & espresso dalla frazione 2/3; cioe,
sfera e cilindro si possono ‘insieme misurare’ o ‘insieme confrontare’ per mezzo
dei numeri interi 2 e 3. E presumibile, perd, che Archimede qui alluda (oltre alla
commensurabilitd) anche alla particolare semplicita e armonia di tale rapporto.!
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2 La Misura del Cerchio

1 termini tra parentesi quadre, in corsivo, sono aggiunti nel testo tradotto per faciltarne

la comprensione.

2.1 Testo greco e traduzione

KTKAOY METPHYIX

LA MISURA DEL CERCHIO

’

o

ITdic xOxhog loog EGTL TELY WV Op-
Yoywvie, ol 1 €x Tob xévtpou lon wd
TV mepl 6pUty, 1) 0t meplueTpog T
Baoer.

‘Eyéto 8 ABI'A xhhoc tpiydve
6 E, ¢ Undxerton:
Aeyw, 0Tt loog EoTiv.

1.

Ogni cerchio ¢ uguale® a un trian-
golo rettangolo, in cui il raggio [del
cerchio] € uguale a uno dei lati dell’an-
golo retto e la circonferenza é [uguale]
alla base.?°

Infatti, il cerchio ABI'A?" stia al
triangolo E, cosi come si e stabilito:
dico che [il cerchio] ¢ uguale [al trian-
golo].*®

RAGGIO E

CIRCONFERENZA

Figura 6: Triangolo rettangolo E equivalente al cerchio: i cateti sono il raggio del

cerchio e la circonferenza rettificata.

Ei yop duvotdv, €otw uellwv 6
xOxhog,
xol Eyyeypapiw o A" tetpdywvoy,

xal TeETPRoVWoY ol TEPLPEPELOL OLyd,
xol €0TK TA TUAUXTA AON EAAOCOVOL

Tfic Umepoyfic, f) Umepeyel O wOxhog
ol Terydvou

Se possibile, infatti, sia maggiore
il cerchio®;
si inscriva il quadrato [di diagonale]
AT,
e si dividano [successivamente] gli
archi [sottesi dai lati] in due parti
uguali;
e i segmenti [circolari] siano gia mino-
ri [abbiano somma minore] della dif-
ferenza per la quale il cerchio supera
il triangolo.*’



A
Y/ /=
Z

AT

r

Figura 7: Cerchio con poligoni inscritti e circoscritti. (Figura in Heiberg, [26].)

70 €000ypopuov dpa €Tt Tol TErY VoL
€oTl peiCov.

Eilgio xevtpov 16 N xol xddetog 7
N= -

ENdoowy dpa ) N2 tfic Tol Torydvou
TAELEAC.

"Ectv 8¢ ol 1) mepluetpog tob eudv-
Yeauuou tiic Aownfic EAaTTwy, ENEl Xl
Tfic 00 xOxhou meppéToon

ghattov dpa TO eLVUYpauuov Tol E
TELYWVOU * OTER BTOTOV.

"Eotw 6¢ o xOxhog, €l duvatdy,
ehdoowv tol E Tprywvou, xal mepl-
yeyedpio TO TETEAYWVOV, Xl TETUN-
o¥woav ol Tepupepetan diya,
xal Ny Voooy EQumtouevol Old TéV on-
ueloov:
opU) pa 1) bmo OAP.

H OP Gpa tfic MP éotiv peiCwv - 1)
yae PM tfj PA ion éotl - xai o POII
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Il poligono sara dunque maggiore del
triangolo.?!

Si considerino il centro N e il segmen-
to prependicolare NZ;

dunque NZ= sara minore del lato del
triangolo [del triangolo E).

Inoltre, anche il perimetro del poli-
gono € minore dell’altro cateto [di E,
perché ¢ [minore] della circonferenza.

Il poligono ¢ pertanto minore®? del
triangolo E; il che ¢ assurdo®.

Sia ora il cerchio, se possibile, mi-
nore del triangolo E; si circoscriva
il quadrato; si dividano [successiva-
mente| gli archi in due parti uguali, e
per i punti [di divisione] si conducano
le tangenti;**
dunque, ¢ retto 'angolo OAP.%

Allora OP ¢ maggiore®® di MP: in-
fatti, PM e uguale a PA; pertanto,



Telywvov dpa tob OZAM oyruotog
ueiCov Ectv 1) TO Huiou.

Acheipdwoay ol 16 [IZA Tousl duotot
eNdoooug Thic Lmepoyfic, 1) Umepeyel
70 E 100 ABI'A x0x)ou -

€Tl doo TO TEPLYEYEUUUEVOY EVVU-
yeoupov ob E éotlv Ehacooy -

omep dromov - EoTy yap Ueilov, 6Tt 1
uev NA fon ol Tf] xodéte tol Toryo-
vou, 1 6¢ mepluetpoc pellwv EoTl
Tfic Bdocwg Tol Tpry®vou.

“Tooc dpa 0 xOxhoc 6 E torydve.

il triangolo POII ¢ maggiore della
meta della figura OZAM.?"

Rimangano i [segmenti] simili al seg-
mento IIZA minori [di somma mi-
nore| della differenza, per la quale E
supera il cerchio.®®

Dunque il poligono circoscritto e
minore del triangolo E.°

Il che e assurdo: infatti, & piu gran-
de??, poiché NA ¢ uguale al cateto
del triangolo, mentre il perimetro ¢
maggiore della base del triangolo [E].

Pertanto, il cerchio ¢ uguale al trian-
golo E.4

(Fine della Proposizione 1.)
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H

Figura: Proposizione 2. Calcolo del rapporto tra il cerchio e il quadrato costruito sul

diametro. (Figura in Heiberg, [26].)

B.

‘O xhxhog mpog 10 amo tfic da-

UETEOU TETEAYWVOV AOYOV EYEL, OV Lo

TEOG 10,

"Ectw x0xhog, ol Ouduetpog 1
AB, xal mepryeypdpdw TETEdYWVOV
o I'H,
xal tfic FA SumAfy ) AE, €86ouov 6¢ 1
EZ <fic TA.

‘Enetl ob 10 AI'E npoc 10 AT'A Adyov
gyeL, ov xo mpog ', mpog 6e 10 AEZ
0 AT'A Aoyov €yet, Ov Enta Tpog €V,
10 AI'Z mpoc 10 ATA éotly, dc xfF
mpoc (.

AN\G o0 ATA tetpamhidoldy Eott 1O
I'H tetpdywvoyv, 10 8¢ AIAZ tplyw-
vov 16 AB %0k {oov éotiv (Enel 1
uev AI' xdietoc Ton éoti Tf] €x TOU
%€vTpou, 1) 0t Bdolc tfic Slopéteou Tot-
mhaotlwy xol 16 { éyyliota Unepéyou-
oo SeyydfoeTon) -

0 xOxhog oLy mpog to I'H tetpdywvoy
AoYov EYeL, OV 1o TPOC 10

Il cerchio, rispetto al quadrato
[costruito] sul diametro, ha il rappor-
to di 11 a 14.

Si consideri un cerchio, il cui dia-
metro [sia] AB, e si circoscriva il
quadrato [di diagonale] TH,

e [sia] AE doppio di 'A, mentre [siq]
EZ un settimo di TA.

Poiché allora AT'E ha rapporto ri-
spetto a AT'A come 21 a 7, e AEZ ha
rapporto rispetto a AT'A come 7 a 1,
AT'Z sta a ATA come 22 a 7.2

Ma il quadrato [di diagonale] TH ¢
quadruplo®® di ATA, mentre il trian-
golo ATAZ & uguale® al cerchio [di
diametro] AB (infatti il cateto AT
¢ uguale al raggio, mentre la base,
[che ¢] tre volte e 1/7 il diametro, sa-
ra dimostrata®® [essere] un’ottima
approssimazione per eccesso [della
circonferenzal).1o

Dunque, il cerchio ha rapporto, ri-
spetto al quadrato I'H, di 11 a 14.%7

(Fine della Proposizione 2.)
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Lati di poligoni regolari circoscritti

. (Figura in Heiberg, [26], Proposizione 3.)

’

Y.

Havtog xixhou 1) mepluetpoc Tig
OloéTeou TetmAaoinv €oTl xal €Tl
Umepéyel EAdocovt uév 1) EBOOUE ué-
eet Tfic Suétpou, uetlovt B¢ 1) Héxa
EBBOUNUOC TOUOVOLC.

"Eotw xbxhog xal duduetpog i) AT
xol xévtpov 10 B ol 1) 'AZ éganto-
uevn xol 1 uno ZEI' tpltou 6pdiic -

N EZ dpa mpoc ZI' hoyov Eyet, ov T
mpoc evy’, 1) 8¢ EI' mpoc [tfiv] ['Z Xo-
Yov €yel, Ov o&e’ mpoC pvy'.
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3.

I1 perimetro®® di ogni cerchio &
maggiore del triplo del diametro, e
eccede ancora [il triplo del diametro]
di meno di un settimo del diametro, e
di pitt dei dieci settantunesimi®® [del
diametro).

Sia [dato] un cerchio, il diametro
AT, il centro E, T'AZ una tangente e
[l’angolo] ZET un terzo di un retto;
allora EZ ha rapporto rispetto a ZI',
come 306 a 153 e EI' ha rapporto
rispetto a I['Z, come 265 a 153.5



A
r E
Figura. I'Z ¢ il semilato dell’esagono

regolare circoscritto al cerchio di centro F.

TetuRotw obv 1) Uno ZET diyo ti]

EH - €otw dpa, o¢ | ZE npoc EI, 7
ZH mpoc HI' (xol évodAaE xol ouv-
Vévty).
Q¢ dpa cuvaugotepog 1) ZE, EI npog
ZI', n ET" mpog I'H - dote 1) I'E mpog
I'H petlova Aoyov Eyer fimep qod
TEOS EVY .

Z

H

r E
Figura. I'Z e I'H sono i semilati dei

poligoni regolari di 6 e 12 lati circoscritti al
cerchio di centro E. (EH ¢ la bisettrice.)

"H EH Gpo mpog HI' duvduel Aoyov

Y ., . B L
€yetl, 6v M, Juv’ mpoc M ,yud - urxel
doa, OV QLo 1 TEOg EvY'

26

Z

A

r E
Figura. I'Z ¢ il semilato dell’esagono

regolare circoscritto al cerchio di centro F.

Si divida in due parti uguali [I’an-

golo] ZET con EH; allora® ZE sta a
EI' come ZH a HI' (permutando e
componendo)®?.
Allora®, la somma di ZE e EI sta a
71", come EI' sta a I'H; il rapporto
di 'E a I'H e dunque maggiore del
rapporto di 571 a 153.

r E

Figura. I'Z e I'H sono i semilati dei po-
ligoni regolari di 6 e 12 lati circoscritti al
cerchio di centro E. (EH ¢ la bisettrice.)

Dunque, al quadrato®, EH sta a

HI" come 349.450 a 23.409;pertanto,
come lunghezze, [EH sta a HI'| come
5915 a 153.%°



ITdw bty ny o HET <ff E© - du
o aota Gpo ) EI' mpoc 'O peiCova
Aoyov Eyel 1) Oov 0plB’ 0 mpog evy”
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Figura. F© ¢ la bisettrice di ZHET
e quindi OT ¢ il semilato del poligono
regolare circoscritto di 24 lati.

"Etu dlya 7 Uno OEL tff EK - 7
EI' dpa mpoc I'K petlova Adyov Eyel

N

fiov BTAS" © mpoc pvy'.
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E

Figura. FK ¢ la bisettrice di ZOFET
e quindi KT ¢ il semilato del poligono
regolare circoscritto di 48 lati.

[Si divida] ancora in due [parti
uguali ’angolo] HEI' mediante EO;
per gli stessi motivi [precedenti], dun-
que, il rapporto®” tra EI' e T'O &
maggiore di quello di 1162% e 153;
pertanto il rapporto®®di OF a OT &
maggiore di quello di 1172 a 153.

S)

r E

Figura. FO ¢ la bisettrice di ZHET
e quindi OT ¢ il semilato del poligono
regolare circoscritto di 24 lati.

[Si divida) ancora in due [l’angolo]
OFTI con EK; il rapporto di EI" a KT"
¢ dunque®®maggiore del rapporto tra
2334% e 153.

N

- @

E

Figura. FK ¢ la bisettrice di ZOFET
e quindi KT ¢ il semilato del poligono
regolare circoscritto di 48 lati.
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PTAY & mpog pvy

"Etu 8tya 1y bno KEI tfj AE - n ET
oo mpog AL petlova [unxel] hoyov é-
YeL fimep & dyoy £ mpog pvy'.
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Figura. KT ¢ il semilato del poligono
regolare circoscritto di 48 lati e FA &
la bisettrice di ZKET. Dunque T'A ¢ il
semilato del poligono regolare ciroscritto

di 96 lati.

‘Erel obv 1) uno ZET' tpitou oboa

opUfic TeTunTan tetpdoag dlya, 1 UTO
AET 6piiic éotu un’.

Ketlotw obv abtfjion npoc w6 E 1 Uno
I'EM - 7 dpa Uno AEM opific éott
%0 Kol 1 AM Gpa éudeia tol megl
TOV XOXAOV EGTL TOAUYOVOU TASURN
Thevpdc Eyovtog L.
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Quindi il rapporto di EK a I'K
¢ maggiore® di quello che 23397 ha
rispetto a 153.

[Si divida] ancora in due KEI" con
AE; EI" ha dunque, rispetto a A", un
rapporto maggiore®! di 46735 a 153.

r K

Figura. KT ¢ il semilato del poligono
regolare circoscritto di 48 lati e FA &
la bisettrice di ZKET. Dunque T'A e il
semilato del poligono regolare ciroscritto

di 96 lati.

Poiché dunque ZEI', che e un ter-
zo di [angolo] retto, & stato diviso

per quattro volte in due [parti ugualil,
AET ¢ /18 di [angolo] retto.%?

Si ponga uguale ad esso I'EM, [con
vertice] in E. Dunque, AEM & 1/24
di [angolo] retto. E quindi il seg-
mento AM e il lato del poligono,
[circoscritto] al cerchio, avente 96
lati.



M

\\
Figura Gli angoli ZAET e L'EM sono
entrambi la 48-esima parte di un angolo
retto. Dunque ZAEM ¢& la 24-esima parte
di un angolo retto e quindi AM ¢ il lato

del poligono regolare ciroscritto di 96 lati.

‘Ernel obv 1) EI' npog thv T'A €del-
Y01 uellova Aéyov Eyovoa finep ,o-
yoy Z' mpoc pvy’, aAAa tfic pev EI
oA 1 AT, tijc 8 T'A Simhasiwy 1
AM, xai 7 AT" dpa mpog thy ol 4s’
ywvou mepiuetpov peilova Adyov Eyel

fitep Oyoy £ mpoc 16/[,8)(70']’.

Kol oty toumhaota, ol Umepé-
youowy Y&l /') Gmep v Oyoy’ L
ENdTTovd EoTv 1) TO EBdoUoY * (oTE
70 TOAUYWVOV TO TEPL TOV xUXAOV TiiC
OLUUETEOU ECTL TELTAGGLOV %ol EAATTO-

VL 1) TG EBOOU uépet ueilov -

1) To0 x0%A0L Gpa TEQUIETEOS TOAY
udhhov EAdcoov €cTiv ) Teimhaciny
xol EBBOUe pépet peilwyv.

"Eotw x0xhog xol OIUETPOC 1|
AT, 7 6¢ Umo BAT tpitou opific -

n AB dpa mpoc BI' éAdoocovd Adyov
€yer ) Ov otvel mpog n’ [ o AT
npoc I'B, ov & npoc ¢n'].
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Figura Gli angoli ZAET e L'EM sono
entrambi la 48-esima parte di un angolo
retto. Dunque ZAEM é la 24-esima parte
di un angolo retto e quindi AM ¢ il lato

del poligono regolare ciroscritto di 96 lati.

Poiché dunque si e dimostrato che
ET" ha rapporto, rispetto a I'A, mag-
giore di quello che 4673% ha rispetto
a 153, che AT ¢ doppio®di ET', e che
AM e il doppio di T'A, allora anche
AT ha, rispetto al poligono di 96 lati,

un rapporto maggiore®*di quello di
46735 a 14688.

Ora, [14688] ¢ tre volte piu gran-
de [di 46733], con l'avanzo®di 6673,
che ¢ minore di un settimo di 4673%.
Di conseguenza, il perimetro del poli-
gono circoscritto al cerchio & uguale®®
a tre volte il diametro, con I'aggiun-
ta di una parte che ¢ minore di un
settimo del diametro.

Pertanto, il perimetro del cerchio
¢, a maggior ragione, minore del tri-
plo pitl un settimo del diametro.%”
[CIRCONFERENZA < (3 + 1/7) DIAMETRO]

Sia ora un cerchio di diametro AT,
e sia BAT" un terzo di angolo retto;
dunque AB ha, rispetto a BI', un
rapporto minore di quello che 1351
ha rispetto a 780. [Mentre AI sta a
BT come 1560 sta a 780.]%



Figura. Poligoni regolari inscritti.
(Figura in Heiberg, [26]).
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Figura. Poligoni regolari inscritti.
(Figura in Heiberg, [26]).

Si divida in due parti uguali [[’an-
golo] BAT' mediante AH. Dunque,
poiché BAH e uguale sia a HI'B sia
a HAT, HI'B ¢ uguale a HAT'.% Ed &
comune [l’angolo] retto™ AHT; dun-
que il terzo [angolo] HZIT" & uguale al
terzo [angolo] ATH.

Dunque [il triangolo] AHT ha gli
angoli uguali a quelli di I'HZ;

dunque AH sta a HI" come HI sta a
HZ, e come AT a I'Z.™* Ma AT sta a
I'Z come la somma di ['A e AB sta
a BI', e di conseguenza la somma di
BA e AT sta a BI' come AH a HI".™

Di conseguenza, AH ha un rapporto,
rispetto a HI', minore™ del rapporto
di 2911 rispetto a 780, e il rapporto
di AT a I'H & minore del rapporto™
di 301311 a 780.

Si bisechi ora ’angolo 'AH me-
diante A©; per gli stessi motivi, A©
ha rispetto a O rapporto™ minore
di 592451 a 780, o di 1823 a 240;
infatti, gli uni [1823 e 240] stanno
[ordinatamente] agli altri [592451 e
780] nel rapporto di 4 a 13;™
pertanto, il rapporto tra Al' e I'O ¢
minore di quello tra 18382 e 240.77



Figura. Poligoni regolari inscritti.
(Figura in Heiberg, [26]).
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Figura. Poligoni regolari inscritti.
(Figura in Heiberg, [26]).

Bisechiamo ancora ©AI" median-
te AK; il rapporto tra AK e KI' ¢
minore del rapporto che 1007 ha ri-
spetto a 66; ognuno di essi sta infatti

ad altri due [opportuni termini] come
11 a 40.7

Dunque il rapporto tra AI' a KI"
€ minore di quello di 1009% a 66.7

Bisechiamo ancora KAI" con AA;

il rapporto tra AA e A" € minore del
rapporto® tra 20163 e 66, mentre il
rapporto®*di A" a T'A ¢ minore del
rapporto tra 2017% e 66.

Dunque, invertendo [passando ai reci-
proci),* il perimetro del poligono ha
rapporto, rispetto al diametro, mag-
giore del rapporto di 6336 a 20174,
[mentre 6336] ¢ maggiore®di 2017
moltiplicato per 3;—2.

E dunque il perimetro del 96-gono
[poligono regolare di 96 lati] [inscrit-
to] nel cerchio e piu del triplo del dia-
metro e [supera il triplo del diametro]
di piu di 19/71 [del diametro).



o te xal O x0xAog €Tt uIAAOY TELTAO-
olwv €oTl xal Yellwy 7} Voo

H dipa Tob xdxhou mepiuetpog tig
OloéTeou TetmAaoiny Eotl xol EAdo-
coVL eV 1) EBOOU Uépet, uelCowt Be 1)
Voo etlwv.

Pertanto il [perimetro del] cerchio ¢
piu che triplo [del diametro] e mag-
giore di piu di 10/71 [del diametro].

[CIRCONFERENZA > (3 + 2) DIAMETRO)]

Dunque®®, il perimetro del cer-
chio & pitt che triplo® del diametro e
[eccede il triplo del diametro| di una
parte che & minore di un settimo [del
diametro], ma & maggiore di 10/71 [del
diametro).

10 CIRCONFERENZA 1
[3 + 71 < DIAMETRO <3+ 7}

(Fine della Proposizione 3.)
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3  Proposizione 1

La dimostrazione della Proposizione 1 della Misura del Cerchio ¢ uno dei piu classici
esempi del metodo di esaustione, attribuito a Eudosso di Cnido. La dimostrazione
presuppone alcuni fatti teorici che nel testo di Archimede non sono né dimostrati,
né esplicitamente enunciati. Questi teoremi preliminari sono discussi nei prossimi
tre paragrafi.

3.1 Dimostrazione di: Euclide, Elementi, X.1

Anzitutto, Archimede da per acquisita, nella Misura del Cerchio, la seguente
proposizione, che qui chiameremo Lemma I:

Lemma 1. (Euclide, Elementi, X.1)

’

o

A0 peyediv avicwy EXXEWEVLY,
€av ano tol uellovog dponpedf Uel-
Cov 1) 10 fuou xol Tol xaTohelToué-
vou Ueilov 1) 10 Aoy, xal tolTo del
yiyvnton, Aewpifioetal L péyedog, 6
goton €Ehacoov 100 ExxeEvou ENdo-
covog peyedoug.

(Euclide, Elementi, X.1)

Date due grandezze disuguali, se
si sottrae dalla maggiore una [parte]
maggiore della [sua] metd, dalla re-
stante un’altra [parte] maggiore della
[sua] metd, e cosi si procede successi-
vamente, restera una grandezza che
sara minore della grandezza minore

fissata.

[...] Similmente potrd essere di-
mostrato, anche se le parti sottratte
sono le meta.

[...] opolwg 8¢ derydoeton, xav

fulon fj & dporpolueva.

Questo Lemma ¢ a sua volta conseguenza di quella che oggi chiamiamo Proprieta
di Fudosso-Archimede, che negli Elementi di Euclide e la Definizione IV del Libro
V. Una formulazione moderna e la seguente:

Date due grandezze omogenee, esiste un multiplo (intero) della minore che
supera la maggiore.

DIMOSTRAZIONE (del Lemma 1, Euclide, Elementi, X.1)
Siano ¢ e AB, ¢ < AB, le due grandezze fissate. Per la Proprieta di Archimede,
esiste un multiplo mc di ¢ per il quale vale

mc=C+---+C>AB
N————

m

Senza ledere la generalita dell’argomentazione, supponiamo (seguendo Euclide)
che la disuguaglianza di sopra valga per m = 3:

3c=c+c+cCc>AB
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Poniamo 3¢ = DF + FG + GE = DE dove DF = FG = GE = ¢. Dunque,
AB < DE.

Ora applichiamo per due volte al segmento (alla grandezza) AB il procedimento
descritto nell’enunciato. Vale a dire:

1. Al primo passo, sottraiamo da AB una parte HB per la quale si abbia
1
HB > §AB (23)
Resta una parte, diciamo AH.
2. Al secondo passo, sottraiamo da AH una grandezza K H soddisfacente
1
KH > §AH (24)
Resta una parte, diciamo AK.

Terminiamo ora il procedimento di sottrazioni successive, in quanto vogliamo
che il numero di parti (disuguali) della partizione della grandezza AB,

AB=AK+ KH +HB

(cioe 3, nel nostro caso) sia uguale al numero di parti (uguali tra loro, e uguali a
C) in cui si decompone la grandezza DE = 3cC.
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Dimostriamo che la parte restante AK di AB che abbiamo cosi ottenuto (cioe,
la minore delle parti di AB ottenute per sottrazioni successive) ¢ minore della
grandezza C:

AK <c

L’argomentazione ¢ la seguente:

1. AH < DG. Infatti, AH si ottiene da AB sottraendo una parte maggiore
0 uguale a %AB, mentre DG si ottiene da DE - che ¢ maggiore di AB -
togliendo una parte (GE = 1 DE) minore di 3DE;

2. AK < c. Infatti, AK si ottiene da AH togliendo una parte maggiore o
uguale a %AH , mentre DF si ottiene sottraendo da DG (che ¢ maggiore di
AH) una parte F'G uguale a %DG.

Dunque, la parte AK di AB, ottenuta con un numero opportuno di sottrazioni
successive, € minore di C, come si voleva dimostrare. U

3.2 Dimostrazione del lemma sui poligoni inscritti

Lemma A (Poligoni inscritti) Dato un cerchio C, fissiamo una qualunque area
D. Denotiamo con Pan 1 poligoni regolari con 2™ lati, inscritti nel cerchio. Allora,
per n sufficientemente grande,

AREA(C') — AREA(Pyn) < D (25)

In termini piu formali: per ogni area D esiste un intero positivo ng tale che,
per ogni n > ng, vale la (25).

DIMOSTRAZIONE (del Lemma A)

o Togliamo dal cerchio C' il quadrato inscritto P,. In questo modo, togliamo
da C piu della meta di C":

1
P4>§C

Infatti (figura qui sotto), il doppio di P, & uguale al quadrato P; circoscritto:
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Ora Pj & ovviamente maggiore di C: P{ > C. Quindi P, = 1P| > 1C.
e Ora da C'— P; togliamo Py — P,. Otteniamo
(C—P)— (Ps—PFP)=C—F.
Dico che la parte Py — P, che abbiamo tolto & piu della meta di C — Py:

1
PS—P4>§(C—P4)

A questo scopo, ¢ sufficiente dimostrare che il triangolo AZB ¢ maggiore del
segmento circolare AZB. (Figura qui sotto.)
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Questo e ovvio, perché il rettangolo ABE D ¢ maggiore del segmento circolare
AZB:

ABED > SEGMENTO CIRCOLARE (AZ B)

(perché il segmento circolare ¢ inscritto nel rettangolo). Pertanto, si ha

1 1
TRIANGOLO (AZB) = 5 ABED > 5 SEGMENTO CIRCOLARE (AZB)

o Ora iteriamo il procedimento: da C' — Pyn togliamo Pyn+1 — Pon. Otteniamo
(C—PQn)—(PQn-H —Pgn):C—PZn-'ﬂ

Esattamente come nel passaggo precedente, si dimostra che

1
P2n+l—P2n>§(C—P2n)

Possiamo allora utilizzare il Lemma 1 (Euclide, Elementi, X.1), e concludiamo
che: comunque si fissi un’area D, per n sufficientemente grande si ha

C—Pwm<D

(a) La figura tratteggiata (somma di 4  (b) La figura tratteggiata (somma di 8 seg-
segmenti circolari) & la differenza C'— Py menti circolari) & l'eccesso C' — Py di C
tra il cerchio e il quadrato inscritto. rispetto all’ottagono regolare Py inscritto.

Comunque si assegni un’area, la differenza C' — Pon si puo rendere minore di essa, pur di
prendere n abbastanza grande.

37



3.3 Dimostrazione del lemma sui poligoni circoscritti

Lemma B (Poligoni circoscritti) Dato un cerchio C, fissiamo una qualunque area
D. Denotiamo P.. i poligoni regolari con 2™ lati, circoscritti al cerchio. Allora,
per tutti gli m sufficientemente grandi si ha

AREA(Pyn) — AREA(C) < D (26)

DIMOSTRAZIONE

« Togliamo dal quadrato circoscritto Pj il cerchio C. Come nella dimostrazione
del Lemma A, vediamo che, togliendo C' da P, togliamo da Pj piu della sua

meta: ]
C > §Pi

e Ora da P — C togliamo P, — Pj. Otteniamo
(P =C)=(P—F) = FK—-C

Dico che la parte P; — P} tolta da P; — C' e piu della meta di Py — C"

1
Pi—P§>§(PAi—C’)

A questo scopo, basta dimostrare che il triangolo AED e maggiore del

triangolo curvilineo EDB. Confrontiamo il triangolo AED con il triangolo
rettilineo EBD. Poiché
BD =FED < AD

e le altezze relative ai lati BD e AD sono uguali, si ha AEFD > EBD.
Pertanto,

AED > TRIANGOLO RETTILINEO EBD
> TRIANGOLO CURVILINEO EBD

come si voleva dimostrare.
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o Ora iteriamo il procedimento: da P, — C togliamo Pj, — P,..,. Otteniamo

(Pon = C) = (3o = Ponir) = Popn = C

Esattamente come nel passaggo precedente, si dimostra che
/ 1 /

Allora, utilizzando il Lemma 1 (Euclide, Elementi, X.1), concludiamo che:
comunque si fissi un’area D, per tutti gli n abbastanza grandi si ha

Py, —C <D

(a) Py —C. (b) P, —C

La differenza P}, —C' si puo rendere piccola quanto si vuole, pur di prendere n abbastanza
grande.
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3.4 Dimostrazione della Proposizione 1

Vediamo ora la dimostrazione della Proposizione 1 della Misura del Cerchio.

Proposizione 1 Siano C' un cerchio e E il triangolo rettangolo che ha come cateti
il raggio e la circonferenza del cerchio. Allora C' = E.

RAGGIO E

CIRCONFERENZA

Figura 10: Triangolo rettangolo E equivalente al cerchio: i cateti sono il raggio
del cerchio e la circonferenza rettificata.

DIMOSTRAZIONE La dimostrazione di Archimede e per assurdo. Precisamen-
te, si dimostra che sia l'ipotesi C' > F, sia l'ipotesi C' < E conducono a una
contraddizione. Per esclusione, si conclude allora che C'= E. Vediamo i dettagli.

PRIMA PARTE. Supponiamo C' > E. Fissiamo 'area D = C' — E. Per il
precedente Lemma A, se n e sufficientemente grande, il 2"-gono regolare inscritto
Pyn soddisfa la disuguaglianza

C—Pwm<D cioe C—-—Pn<C-—-F (27)
Da quest’ultima disuguaglianza segue subito
Py > FE (28)

Ora il poligono Pp» ¢ uguale a (equivalente a) un triangolo che ha come base e
relativa altezza, rispettivamente, il perimetro di P e il suo apotema. Quindi
I'area di Py ¢ data da

1
Py = 3 (PERIMETRO DI Pan) X (APOTEMA DI Pyn)
Ovviamente, I'area del triangolo E ¢ data da
1
E = 5 (CIRCONFERENZA) X (RAGGIO)

Ora, il perimetro di Py e il suo apotema sono minori, rispettivamente, della
base del triangolo E (la circonferenza) e dell’altezza del triangolo E (il raggio):

(PERIMETRO DI Pan) < CIRCONFERENZA e APOTEMA DI Pyn < RAGGIO,
(Fig: 11.) Di conseguenza, l'area di P, ¢ minore dell’area di E:

P, <E (29)

40



O P M

XA

—
L)
St

R
-

Figura 11: Poligoni inscritti e circoscritti al cerchio. L’apotema NZ del poligono
regolare inscritto P, di lato AZ & minore del raggio N A della circonferenza. L’apotema
N M del poligono ccircoscritto ¢ uguale al raggio del cerchio. (Figura in Heiberg, [26].)

L’ipotesi C' > FE conduce dunque alle due disuguaglianze (28) e (29):
PQn > F e P2n < F

Una contraddizione. Quindi, non puo essere C' > FE.

In modo del tutto simile, si dimostra che anche l'ipotesi C' < E porta a una
contraddizione:

SECONDA PARTE. Supponiamo C' < FE. Fissata 'area D = E — (| per il
Lemma B esiste un 2™-gono regolare circoscritto Py, per il quale si ha

Py, —C<E-C (30)
Ne segue:
Py < E (31)

Confrontiamo le aree di P, e di E. Il poligono Pj,.. ha la stessa area del triangolo
(che denoteremo ancora Pj,.) avente come base il perimetro di Py, e come altezza
lapotema di Py, :

1
Py = = (PERIMETRO DI Py,,) X (APOTEMA DI P,,)

2

mentre
1

E = 5 (CIRCONFERENZA) X (RAGGIO)
Siccome
(PERIMETRO DI P,.) > CIRCONFERENZA e APOTEMA DI Py, = RAGGIO,
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(Fig: 11), 'area di Pj.. ¢ maggiore dell’area del triangolo E:
Py > E (32)

Dunque, dalla disuguaglianza C' < E seguono le due disuguaglianze tra loro
contradditorie (31) e (32):

Py, <E e Py.>FE

Siamo arrivati ancora a una contraddizione.

In conclusione, abbiamo dimostrato che sia da C' < E, sia da C' > F seguono
contraddizioni. Pertanto, per esclusione, concludiamo che C' = F, come volevamo
dimostrare. O
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4 Proposizione 2

La Proposizione 2 della Misura del Cerchio si basa, oltre che sui risultati della
Proposizione 1, anche su quelli della successiva Proposizione 3.

4.1 La dimostrazione

Proposizione 2 Il cerchio, rispetto al quadrato costruito sul diametro, ha il
rapporto di 11 a 14.

DIMOSTRAZIONE
A E
r / =
A —B
H

Come nella figura, consideriamo il quadrato, di diagonale I'H, circoscritto al
cerchio di diametro AB. Siano poi: 'A = AB il lato del quadrato circoscritto;
AE =2AB; EZ = 1AB. Siccome I'Z = (3+ 1) AB = 2AB, abbiamo

AlZ 22

ATA 7 (33)
Dall’enunciato della Proposizione 3 sappiamo che
1 22
CIRCONFERENZA < (3 + 7) DIAMETRO = 7AB =IZ (34)

Dalla Proposizione 1 e da (34) segue:
1 1
CERCHIO = 3 RAGGIO X CIRCONFERENZA < 3 RAGGIO X I'Z = AT'Z  (35)

Da (DIAMETRO)? = 4 AT'A e dalla (35) abbiamo allora:

CERCHIO _ _ Al'Z
(DIAMETRO)? ~ 4 AT'A

1 22 11

= — X — =
4 7 14
U

Si noti che il rapporto 11 : 14 (pari a 0,785714..) va qui inteso (anche se
questo non ¢ scritto nel testo che ci & pervenuto) come un’approssimazione (per
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eccesso) del rapporto del cerchio rispetto al quadrato costruito sul diametro. Tale
rapporto, con le notazioni moderne, ¢ 7 = 0.785398... Anche nella dimostrazione,
le disuguaglianze sono sostituite (in modo poco corretto) da uguaglianze. La
Proposizione 2 della Misura del Cerchio, quanto al suo enunciato, non ¢ che una
come una semplice conseguenza delle altre due Proposizioni del trattato. Ma un

motivo di interesse della sua dimostrazione sta nel fatto che il rapporto

Al'Z

A (36)

tra un’area uguale al cerchio e un’area uguale al quadrato sul raggio sia di fatto
calcolato come coincidente con il rapporto tra la circonferenza e il diametro. In
altri termini, la costante (con le notazioni di oggi, m) definita come rapporto tra

lunghezze
CIRONFERENZA

DIAMETRO

coincide con la costante definita in termini di rapporto tra aree®:

CERCHIO
QUADRATO SUL RAGGIO
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5 Proposizione 3
La traduzione letterale dell’enunciato della Proposizione 3 ¢ la seguente:

Proposizione 3 “Il perimetro di ogni cerchio ¢ maggiore del triplo del diametro,
e eccede ancora [il triplo del diametro| di meno di un settimo del diametro, e di
piu di dieci settantunesimi.”

Ovvero:

10 1
(3 + 71) DIAMETRO < CIRCONFERENZA < (3 + 7) DIAMETRO (37)

In termini di rapporti, abbiamo allora per 7 la stima:

10 CIRCONFERENZA 1
<3+ (38)

3+ —<
+ 71 DIAMETRO 7

Queste stime sono ottenute attraverso due procedimenti ricorsivi, ciascuno dei
quali consente di trovare approssimazioni arbirariamente precise - uno per difetto,
I’altro per eccesso - del rapporto tra circonferenza e diametro.

5.1 Convessita e lunghezze di curve piane

L’idea della dimostrazione della Proposizione 3 € di approssimare il perimetro del
cerchio, dall’alto e dal basso, rispettivamente mediante i perimetri dei poligoni
regolari circoscritti e inscritti. Nella Misura del Cerchio si da per scontato il fatto
che il perimetro di un qualunque poligono regolare Pyscrirro, inscritto al cerchio
C', sia minore del perimetro di C' (cioe, della circonferenza), e che questo sia a sua
volta minore del perimetro di qualunque poligono regolare Prircoscrirro, circoscritto

aC:
PERIMETRO ( Pixscritro) < PERIMETRO (C') < PERIMETRO (Peipcoscrirro)

Nel trattato Sulla Sfera e il Cilindro (Ilepl Xgoipoac xol xuhivdpou), di cui non si
sa con certezza se sia o meno posteriore alla Misura del Cerchio, Archimede sente
il bisogno di giustificare e generalizzare queste ultime disuguaglianze, mediante la
definizione di curva concava da una stessa parte, o concava nella stessa direzione,
e mediante l'introduzione di opportuni postulati. Per 'interesse generale della
questione, premettiamo la presentazione dei concetti fondamentali sulla convessita
delle linee piane.

Archimede definisce anzitutto le linee piane che concave dalla stessa parte o nella
stessa direzione) attraverso opportune definizioni, chiamate d&iépoto. (Archimede,
Sulla Sfera e sul Cilindro. Si veda Mugler, [2], pagg.9-10 .)
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AZIOMATA

o. Elofl tiveg €v Emmede xapmiion
TETEPUOUEVOL YROUUOL, ol TGV Ta Té-
patol ETMLEVYVUOLGESY aOTEY ELYELESY
fitol Ghan Eml T adTa elowy, 7 OLOEY
€YOUOLY ETL TA ETEQQL.

B’ Eml t& adtd 07 x0lAnv oAb
THY TOLWTNY Yeouury, €V fj Edv 600
ornuelwv Aoufoavouévey 6Tolmwvoby ol
UETOEY TRV onueiwy edlelon Atol nd-
oot €ml T& oUTA TimToUoWY THC Y-
ufic, 1) Tveg eV €Tl T aUTA, 1) TWVEQ
UEV OE xat aOTHg, El T ETepa OE Un-
oeplo.

DEFINIZIONI

1. Ci sono nel piano certe linee
curve con punti estremi®’ le quali, o
sono proprio per intero dalla stessa
parte dei segmenti che congiungono
loro punti estremi, oppure non hanno
niente dall’altra parte.®®

2. Dico allora concava dalla stes-
sa parte® una tale linea, per la quale,
presi comunque due punti su di essa,
i segmenti di retta che li congiungo-
no si trovino per intero dalla stessa
parte della linea, oppure alcuni dalla
stessa parte mentre altri sulla linea
stessa, ma nessuno dall’altra parte.

Nello stesso trattato Sulla Sfera e sul Cilindro sono poi enunciati alcuni postulati
(0 assunzioni; greco: haufBovéueva) che riportiamo qui sotto, perché, come vedremo,
sono implicitamente utilizzati nella Misura del Cerchio.”

AAMBANOMENA
Aopfdve de ToabTor
o . Tésy T adTd TéEPaTA EYOVOESY

Yoouudy Ehaylotny eivon Ty ebdeloy.
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POSTULATI
Assumo questo:
1. Tra le linee aventi gli stessi

[punti] estremi, la piu corta sia la
linea retta.



B’ TSy 0e GAAWDY YEOUUESY, EXV EV
ETTED oloan T AT TEQUTA EYWOLY,
aviooug elvot Tag ToldTog, ETEWDAY (-
OV QUQOTEQOL ETL TO AOTA XOTANL, Xl
fitoL Ohn mepthauBdvnTon 1) ETEpaL G-
v Lo Thc ETépag xol Tig evdelag
Tfic & avTd mépata Eyolong alTH, 1
TV PEV TELA OBV TOL, TVOL O X0V
€y, xol ENdooova eival THY TEQLAU-
Bdvouevny.

2. Tra linee, giacenti su uno stes-
so piano e aventi gli stessi estremi,
due siano disuguali quando volgono
la loro concavita dalla stessa parte,
e una di esse o ¢ interamente com-
presa tra l’altra linea e la retta che
congiunge gli stessi punti estremi, op-
pure ¢ in parte compresa e in parte
concidente con l'altra, e che quella
racchiusa sia la minore.”!

Ad esempio, per il Postulato 1 scritto qui sopra, la corda P() che sottende un

arco di circonferenza ¢ minore dell’arco.

Ne segue che:

1l perimetro di un qualunque poligono inscritto in un cerchio ¢ minore
del perimetro del cerchio (cioé, della circonferenza).

Dal Postulato 2 (parte finale) segue invece che il tratto di perimetro di un
poligono circoscritto compreso tra due successivi punti di tangenza ¢ piu lungo del

corrispondente arco.

Di conseguenza,

1l perimetro di un qualunque poligono circoscritto a un cerchio e

maggiore del perimetro del cerchio.



In definitiva, possiamo concludere che:

Dato un cerchio, il perimetro di ogni poligono regolare in esso inscritto
¢ minore del perimetro del cerchio (cioé, della circonferenza, che a sua
volta ¢ minore del perimetro di ogni poligono regolare circoscritto.

Questi presupposti teorici sono implicitamente utilizzati nella dimostrazione
della Proposizione 3. (Paragafi 5.2, 5.3.)
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5.2 Poligoni regolari circoscritti

La prima parte della dimostrazione della Proposizione 3 descrive un metodo
iterativo — basato sullo studio dei poligoni regolari circoscritti — per approssimare
dall’alto il rapporto tra la circonferenza e il suo diametro. Piu precisamente, fissato
un cerchio C, si considera dapprima 1’esagono regolare circoscritto. Bisecando
gli angoli al centro, e quindi raddoppiando di volta in volta il numero dei lati, si
considerano successivamente i poligoni regolari circoscritti con 6, 12,24, 48, 96 lati.
Fissiamo le notazioni.

]

Figura 12: TZ =15 e TH = l32 = sono i semilati dei poligoni regolari circoscritti con 6
e 12 lati. EFH ¢ la bisettrice dell’angolo / ZET.

NOTAZIONI PER I POLIGONI CIRCOSCRITTI
e 7: raggio del cerchio C
« P, (n intero positivo): poligono regolare di n lati circoscritto a C
e [,: semilato di P,;

1, ipotenusa del triangolo rettangolo di cateti r e [,, (uguale al raggio del
cerchio circoscritto a B,).

Poiché la circonferenza ¢ minore del perimetro del poligono circoscritto P,, si
ha

CIRCONFERENZA - PERIMETRO DI P, I, (39)
mT = = N —
DIAMETRO 2r r
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Allo scopo di garantire approssimazioni di 7 dall’alto, ¢ allora ovvio che anche
i rapporti [, /r dovranno essere tutti approssimati dall’alto. Archimede trova pero,
con un’argomentazione geometrica che riportiamo qui sotto, un semplice metodo
ricorsivo per ottenere i rapporti r/l,,, cioe, i reciproci dei rapporti che figurano
nella disuguaglianza (39). Piu precisamente, Archimede calcola r/ly, in funzione
di r/l,,, mediante un procedimento che, nelle notazioni moderne, coincide con 1'uso
iterato della formula .
S (r) +1 (40)
lon,  1p ln
(Si veda la (62).) Di conseguenza, Archimede trova piu conveniente seguire la
strategia seguente: anziché approssimare direttamente i rapporti /,,/r dall’alto,
approssima dapprima i rapporti reciproci 7/l,, ovviamente, dal basso. Ottenuta
infine una stima dal basso del rapporto 7/lgs, passando ai reciproci, trova una
stima dall’alto di lgg/r. Infine, tramite la (39), trova un’approssimazione per
eccesso di 7. (In questo modo Archimede ottiene la ben nota approssimazione
T<3+11)
Il metodo geometrico che sta alla base di questa prima parte della Proposizione
3 si fonda su questi due presupposti teorici:

1. La proporzione

riloy = (r+71) 0, (41)
ossia
T Tn T
R T 42

(che dimostriamo qui sotto).
2. Il teorema di Pitagora, da cui segue
r2=r2 42 (43)

Da quest’ultima uguaglianza segue che r, /I, si esprime in termini di r/l,
come:

T 7\ 2
no_ — 1 44
L. (zn> * (44)

DIMOSTRAZIONE di (41). Seguendo il testo di Archimede, cominciamo a
dimostrare la proporzione (41) nel caso n = 6:

Tillgz(T6+T)Il6 (45)

Siano dunque (Fig:4) lg = TZ e Il = T'H i semilati dei poligoni regolari
circoscritti, rispettivamente con 6 e 12 lati, e sia EFH la bisettrice dell’angolo
ZTEZ. Per il teorema della bisettrice (Euclide, Elementi, V1.3) applicato al
triangolo I'E'Z, abbiamo

EZ:El'=7H: HT (46)
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Da questa proporzione deduciamo:

Componendo (Euclide, V.18): (EZ+ ET): ET =(ZH + HT) : HT'  (47)
= 2T
Permutando (Euclide, V.16): (EZ+ ET): ZU' = ET : HT (48)

Con le nostre notazioni, la proporzione (48) si scrive
(T6+T) Il6:']"1l12

e quindi la (45) & dimostrata. La dimostrazione della proporzione (42) per n
arbitrario si effettua esattamente nello stesso modo. 0

Il metodo iterativo con i poligoni circoscritti

Le due uguaglianze (42) e (44) sono alla base del metodo iterativo per approssimare
7w dall’alto. A questo scopo, si dovranno trovare stime dal basso per i rapporti

70 e (49)

(per n = 6,12,24,48,96, nella Misura del Cerchio). Piu precisamente:

 Si parte dall’esagono circoscritto (n = 6). Come stima dal basso del rap-
porto 7/lg, che & dato da /3, Archimede sceglie la frazione %, senza dare
spiegazioni. (Si veda (149)). Inoltre, in questo caso iniziale, si ha lg = 3r¢
perché il triangolo rettangolo I'EZ ha gli angoli acuti di 30° e 60°. (Si veda

la Fig. 12). Abbiamo allora:

r 265 T6
lg { \/_} 153’ lg (50)
» Passiamo al caso successivo del poligono regolare circoscritto di 12 lati. Per
le (42),
r roor
=+ (51)

he b s

Per stimare dal basso ;- basta sommare le stime (50) per i e 7= ottenute al

passo precedente. Ottenuta cosl una stima dal basso di 7, una stima dal

l12
basso del rapporto

2 _ (r>2 +1 (52)

by Y\l
(per la (44)) si ottiene calcolando un’approssimazione dal basso della radice
quadrata a secondo membro di (52).

« Si prosegue in modo iterativo.
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Ciog, trovate le stime dal basso per ;- , grazie all’ uguaghanza (42) si

ricava anzitutto una stima dal basso per 11 rapporto

<

f (53)

7“_7“+
l

l2n
Poi, utilizzando le uguaglianze (44), si calcola una stima per difetto del
rapporto 7o, /lop:

2
Ton _ (T) +1 (54)
l2n

l2n
e Si considerano successivamente i poligoni di 6,12,24,48 e 96 lati. Con il
procedimento descritto sopra, si arriva a calcolare una stima dal basso per

1r/lgs. Passando ai reciproci, si ottiene allora una stima dall’alto per log/7 €
quindi un’approssimazione di 7 dall’alto:

CIRCONFERENZA - PERIMETRO Fyg CIRCOSCRITTO

ﬂ' _—
DIAMETRO DIAMETRO

. 96 x (2l96) lgﬁ
= = =96 (55)

“Qui, per la prima wvolta, si da un principio sulla base del quale una
quantita?®, che non puo essere calcolata esattamente, puo essere appros-
stmata con arbitraria accuratezza; o, come diremmo noi, con un NUMero
qualunque di cifre decimali, oppure, come direbbero i Greci, con un errore
minore di una qualunque quantita preassegnata e, arbitrariamente piccola.”
(Otto Toeplitz, [54].)

5.2.1 Schema delle approssimazioni con i poligoni circoscritti

Ricostruiamo, in sintesi, lo schema dei conti di Archimede. Poniamo®
r Tn
- = n 56
Le uguaglianze (42) e (44) si scrivono rispettivamente
Qop = Oy + Bn (57)
e
Br=a; +1 (58)
ossia
B =1Ja2 +1 (59)
I dati iniziali sono i valori ag(= v/3) > 25 ¢ e 5 = 2, ricavati dallo studio

diretto dell’esagono regolare. Lo schema iterativo per passare direttamente da
an =1/l a qg, =1/lsy, & allora:

g, = ap + /a2 + 1 (60)
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Archimede calcola valori approssimati degli o, e dei 3, con stime dal basso,
in modo tale da ottenere alla fine (con il procedimento descritto nel paragrafo
precedente) una stima dal basso di agg = é Questo procedimento permette di

ottenere infine una stima del reciproco “¢ dall’alto, e quindi infine (tramite la (55))

una stima dall’alto di 7. I calcoli di Archimede nella Misura del Cerchio per appros-
: ’ : CIRCONFERENZA : : PERIMETRI POLIGONI CIRCOSCRITTI

simare dall’alto il rapporto =522 con i rapporti VBTG

si possono schematizzare nel modo seguente. (Rimandiamo al paragrafo 6.2 per i

commenti sui calcoli delle radici quadrate.)

‘SCHEMA DEI CONTI PER APPROSSIMARE 7 DALL’ALTO

Figura 13:

NOTAZIONI:
r: raggio del cerchio;
l,: semilato del poligono regolare P, circoscritto;
r,: ipotenusa del triangolo rettangolo di cateti r e [,;

_ . _r
O‘n_ﬁa Bn_ﬁ

RELAZIONL:  aQg, = oy, + B,; B2 =ad +1; Bop =+/a3, + 1.

DATI INIZIALL: ag, Bs. (I caso dell’esagono circoscritto.)

N.B. Tutti gli a e i 8 devono essere approssimati dal basso.

STRATEGIA: Trovare approssimazioni dal basso per tutti i rapporti «a,,, con
n = 6,12,24,48,96. Calcolato (con un’approssimazione dal basso) ags = r/lgs, se
ne ricava una stima dall’alto per il reciproco lgg/r e infine una stima dall’alto di 7
tramite la disuguaglianza:

PERIMETRO DI Phyg log
T < =96 x —
DIAMETRO r
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fe = 2

127 153

o> (

571
153

_om
153

)2 ~349.450

(153)2

V349.450 _ 591 + 5

Bia >

153 153
o OTL 5914 ¢ 1162+ ¢
7 153 153 153
g o (116243 ? 1.373.943
24 153 1532
B> V1.373.943 1172 4 1
A 153 153
J L6245 17245 233445
s 153 153 153
g (33445 ’ 5472132 L
48 153 1532
b > (/5472132 & N 2339 1
*® 153 153
N 2334+§+2339+§ 4673 + 1
(6% =
%0 153 153 153

L’approssimazione
(s =f =)V3>15 @
ricavata in (149).

b = T =2 perché
rapporto tra ipotenu-
sa e cateto minore di
un triangolo rettango-
lo con gli angoli acuti
di 30° e 60°. (Fig.12.)

12 = ag + s per (57)
Bty = aiy + 1 per (58).
Per (158).

oy = ag + P12 (57)

B3y =azs+1 per (58).
Per (161).

Qg = Qg + P24 per (57)

fi = a2s + 1 per (58).

Per (163).

Qs = aug + Pas per (57)
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Ora, il perimetro del poligono regolare circoscritto Pyg, di semilato lgg, €

2r
PERIMETRO FPyg CIRCOSCRITTO = 96 X 2lg9g = 96 X —
Qgp

DIAMETRO CERCHIO

=96 X

Qg

. . . . . . 4673+1
L’ultima approssimazione per difetto che abbiamo ricavato, ags > —z5-2, consente

di trovare un’approssimazione dall’alto per il rapporto seguente:

PERIMETRO Pys CIRCOSCRITTO 06 » 1
DIAMETRO CERCHIO N Qog
53
<96 X ———
4673 + 3
14688
4673+ §
3 (4673 + §) + (667 + 1)
B 4673 + 3
3(4673+ 1)+ 1 (4673 + })
<
4673 + 3
1
— 34 =
7
E dal momento che
__ CIRCONFERENZA  _ PERIMETRO Py CIRCOSCRITTO
"~ DIAMETRO CERCHIO DIAMETRO CERCHIO
ricaviamo infine la famosa appossimazione dall’alto:
1 10 22
<3+-=3+—=—=— 61
S T (61)

Una formula ricorsiva

Vediamo, in modo piu esplicito, come Archimede esprime il rapporto ls,/r in
termini del rapporto [, /r. Piu precisamente, abbiamo visto che Archimede ritiene
piu conveniente considerare i reciproci, e quindi esprime 7/ls, in termini di r/l,.

Partiamo dalla proporzione
T Tn + 7T

lw Iy
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(Si veda (42).) Per il teorema di Pitagora,

N

Quindi, otteniamo

In definitiva, Archimede utilizza la successione definita per ricorrenza da

r r 7\ 2
- — 1 2
b LT\ (l,) * (62)

con la condizione iniziale

5.3 Poligoni regolari inscritti

Veniamo ora all’approssimazione dal basso del rapporto W mediante
iametro

i rapporti fra i perimetri dei poligoni regolari inscritti nel cerchio e il diametro.
Fissiamo le notazioni. (Fig.14)

A

Figura 14: s, = BT e s9, = HI sono i lati dei poligoni regolari inscritti con n e 2n lati;
AH é la bisettrice dell’angolo ZI'AB; d, = AB e do, = AH. In figura, il caso n = 6.

NOTAZIONI PER I POLIGONI INSCRITTI

« P/ il poligono regolare inscritto di n lati.
e s, il lato di P!.

e d, = AB il secondo cateto del triangolo rettangolo avente I'ipotenusa 27 e
un cateto uguale a s,,.
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o r il raggio della circonferenza.

Si parte dall’esagono regolare inscritto Py e, raddoppiando di seguito il numero
dei lati, si considerano i poligoni regolari inscritti con 3 x 2" lati, con h = 1,2, 3, 4, 5,
arrivando cosl al poligono regolare inscritto Pgy di 96 lati. Poiché

Perimetro P, inscritto sy Circonferenza

Diametro "o Diametro
per approssimare dal basso m occorre trovare approssimazioni di s,,/2r dal basso.
Come nel caso dei poligoni circoscritti, Archimede ritiene pit conveniente trovare
stime numeriche dei rapporti reciproci 2r/s,,, ovviamente dall’alto. A questo scopo,
Archimede ricorre a un metodo iterativo che permette di calcolare (un’approssima-
zione dall’alto di) 2r/ss,, conoscendo (un’approssimazione dall’alto di) 2r/s,. 1l
motivo per cui € conveniente prendere in considerazione i reciproci 27 /s, al posto
dei rapporti s, /2r, sara chiaro dalla forma delle uguaglianze (63) e (66) piu sotto.
L’argomentazione di Archimede si fonda sui due fatti seguenti:

1. La proporzione (valida per ogni n):
(2r +d,) : s, =dop : Sop (63)

cioe p 5 p
r
e (64)
Son Sn, Sn
Queste uguaglianze si dimostrano utilizzando il teorema della bisettrice (come

nel caso dei poligoni circoscritti) e la similitudine dei triangoli rettangoli
AHT eTHZ.

2. Il teorema di Pitagora:
(20 = & + 52 (65)

che permette di ricavare il rapporto
or\2  [d,\°
<r> = () +1 (66)
S’Vl S’Vl

DIMOSTRAZIONE di (63). Basta studiare il caso n = 6. Seguiamo l'argomen-
tazione di Archimede.

Si ha /BAH = ZHT B, perché angoli alla circonferenza che insistono sullo
stesso arco HB. Inoltre ZBAH = ZHATI perché, per costruzione, AH ¢ bisettrice
di ZBAT'. Di conseguenza,

/ZHTB = /ZHAT (67)

perché entrambi uguali a ZBAH. Da quest’ultima uguaglianza segue che i due
triangoli rettangoli AHI' e I'HZ sono simili. Pertanto,

AH :HT =TH:HZ = AT :TZ (68)
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r E A

Figura 15: BT e HT sono lati dell’esagono e del dodecagono regolari inscritti.

Per il teorema della bisettrice (Euclide, Elementi, libro VI, Prop.3) applicato
al triangolo I'AB, abbiamo

Al':T'Z =BA: BZ (69)
Da questa proporzione deduciamo successivamente:

Permutando (Euclide, V.16): Al': BA=T1Z:BZ
Componendo (Euclide, V.18): (AT+ BA): (I'Z+ BZ)=Al': TZ
= BT

Quindi, per la (68): (BA+ Al') : Bl' = AH : HT

ossia BA+ Al AH
BT HT (70)
Con le nostre notazioni,
dg + 2 d
ot 27 _ G (71)
S6 S12

Piu in generale, esattamente con la stessa dimostrazione, troviamo 'uguaglianza

Sn Son

che coincide con la (63), che volevamo dimostrare.

Il procedimento ricorsivo

Descriviamo ora esplicitamente, nel linguaggio moderno, lo schema ricorsivo seguito
da Archimede per calcolare i rapporti del tipo d,, /s, e 2r/s,. Si ricordi che (come
spiegato sopra) tutti questi rapporti sono approssimati da Archimede dall’alto.

« Si parte dall’esagono inscritto (n = 6), per il quale ss = r e dg = v/3r. Le
stime per i primi due rapporti iniziali sono

dg 1351 o
—_— = —_— — :2
” ( \/5) <= ” (73)

(La maggiorazione (73) per V3 ¢ data nel testo senza spiegazione; per una
possibile ricostruzione dei conti, si veda la (149)).
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« Passiamo al dodecagono inscritto. Occorre allora stimare i rapporti dia/s12
e 2r/s12. A questo scopo, dall'uguaglianza (63), si ricava anzitutto

diz  2r  ds ( 1351)
— =—+—=2 3N <2+ —— 74
512 S6 + S6 + \/_ + 780 ( )

Quindi, utilizzando il teorema di Pitagora (65), nella forma

2 2
(), -

512 512

si calcola infine una stima dall’alto per

() -

512 512

» Raddoppiando di seguito il numero di lati, si itera il procedimento. Vale
a dire, esattamente come si e fatto sopra, si passa dalla coppia di rapporti
dn 2r

dn 2r 4la coppia 922, 2 con lo schema seguente:
Sn ' Sn S2n ' S2n

dy  2r  d,
L (77)

Son Sn Sn

2 <d2”>2 +1 (78)

Son Son

5.3.1 Schema delle approssimazioni con poligoni inscritti.

Vediamo ora, in modo sintetico, lo schema seguito da Archimede per fornire una
stima di 7 dal basso, mediante lo studio dei poligoni regolari inscritti nel cerchio,
riportando i relativi valori numerici. Rimandiamo al paragrafo 6 per i dettagli sul
calcolo delle radici quadrate. Per semplicita, poniamo

d, 2r
Tn = 5, On = 5 (79)
La proporzione (63) si scrive allora
Yon = Yn + On (80)
e dal teorema di Pitagora (66) si ricava
o2 =+1 (81)

ossia

p=1/72 + 1 (82)

Quindi, sostituendo il valore di dy, dato da (82) in
Si inizia con l'esagono regolare inscritto P;. Bisecando gli angoli al centro,
e quindi raddoppiando di volta in volta il numero dei lati, si arriva al poligono
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regolare inscritto Pgg. Si ricordi che che per ottenere un’approssimazione dal basso
di m mediante le disuguaglianze
s, Perimetro P! inscritto  Circonferenza

n = < =T
2r Diametro Diametro

occorre approssimare s, /2r dal basso. Di conseguenza, per le (79), i valori dei
2r

Y = ‘j—" e dei 9, = £ (e le relative radici quadrate) dovranno essere approssimati
n

dall’alto.

I calcoli di Archimede nella Misura del Cerchio per approssimare dal basso il
rapporto “ECEEEREER con i rapporti PEHMEIISMESTISENTE sono schematizzati qui
sotto (Si veda il paragrafo 6.2 per commenti sui calcoli approssimati delle radici

quadrate).

‘SCHEMA DEI CONTI PER APPROSSIMARE m DAL BASSO

Figura 16:

NOTAZIONI:
r: raggio del cerchio;
sp: lato del poligono regolare P! inscritto;
d,: secondo cateto del triangolo rettangolo di ipotenusa 2r e cateto s,;

__dn. __2r
'Vn_;a 671_*

Sn

RELAZIONL: 7o, = Y + 0n; 02, =72 +1; oy = \/73, + 1.
DATI INIZIALL: 76, d6. (Il caso dell’esagono inscritto.)
N.B. Tuttii~y eid devono essere approssimati dall’alto.

STRATEGIA: Trovare un’approssimazione dall’alto per dgg = 21 /sgg; ricavarne
una stima dal basso per il reciproco sgg/2r e infine una stima dal basso per 7
tramite la disuguaglianza:

PERIMETRO DI Py 06 96596
=96 x
DIAMETRO 2r

<T
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Y6(= \/5) < 80
b5 = 2

_lssL 2011
T2S g0 TYT TR0

2
612

019 <

You <

2
034

624 <

Yag <

2
Oig

548 <

Vo6

2
696

096

780

29112 9.082.321
JEORE

7802

V9.082.321 _ 3013 + 2

780

780

2911 3013 4 2
+
780 780

240

592442 1823
780 240

18232 3.380.929
<(5p) +1="F

2402

240

V/3.380.929 _ 1838+ o

240

1823 18384 §1 3661+ 33 1007

240 * 240

240 66

_ (1007)2 . 1.018.405
66 N

VI.018405 _ 1009 + :

662

66

1007 1009 + ¢
<

66

2016 + &

66 * 66

2016 + 1/6\°
<<jL /6> +1

66

\/4.069.284 + 16
<

66

~4.069.284 + 1/36
N 662

2017 + 1/4
<

66

66

L’approssimazione
76(: d6/56) = \/§ < % e
motivata in (149)

_2r _ 4 _
0 = = =2 perché sg =r.

Per (80), 712 = 76 + 6

5%2 = 7%2 + 1 per (81)

Per (166).

Per (80), 724 = 712 + 012

02, =3, + 1 per (82).

Per (169).

Per (80), 748 = Y24 + 024

02 = vis + 1 per (82).

Per (164).

Per (80), 796 = 7Yas + dus

036 = Voo + 1 per (82).

Per (165).
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Al passo finale, si trova cosi la stima dall’alto

o 2017+ 1+
Sgg = — < —— 4
% Sog 66

che, passando ai reciproci, consente di trovare una stima dal basso del rapporto

896/27':
S96 66

—=>_— 83
2r © 2017+ 1 (83)

Allora, il rapporto 96sg¢s/27 tra il perimetro del poligono inscritto di 96 lati e il
diametro 2r soddisfa:

596
> 96—
m 2r

66
> 96—
2017 + 1
6336
2017+ 4

10
>3+ ==
+71

L’'ultima disuguaglianza si puo giustificare, ad esempio, utilizzando le divisioni
successive:

6336 25344
201745 8069
1137

8069
1
=3+ 8069
1137

1
=34 —15

110
7+ 1137

=3+

>3+

T+ &

10

=3+ —
7

Concludendo,
10
3+ — 84
T™>o+ 71 ( )

Dalla stima dall’alto (61), gia ottenuta con i poligoni circoscritti,

122
<3+-=2 85
T34 o= (85)
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e dalla (84) seguono infine le disuguaglianze con le quali termina la Misura del
Cerchio:

10 1

Arrestandoci alle prime cinque cifre decimali, abbiamo

10 T
3.140845.. =3+ o < 7w =3.141502... <3+ - = 3142857 (87)

Una formula ricorsiva

Il procedimento che abbiamo descritto Vediamo ora in modo piu esplicito la
dipendenza di s,, da s,.

A

Figura 17: s, = BT e s9, = HI sono i lati dei poligoni regolari inscritti con n e 2n
lati; AH e la bisettrice dell’angolo /T'AB; d,, = AB e ds, = AH.

Abbiamo gia visto che
don : Son = (2r +d,) : sy
(Si veda (64).) Elevando a quadrato,
d3 :s3 = (2r+d,)*:s2
Componendo,

(dgn + Sgn) . S%n = [(27’ + dn)2 + Si] : 5721
=[(2r)* +2(2r)d, + d> + §%] : s>

ossia
(2r)? : 55, = (87 +4rd,) : 52

perché, per il Teorema di Pitagora, d3, + s3, = d2 + s2 = (2r)%. Dunque,

<2r>2 _ 8r? +drd,

Son s2

8r2 + 4ry/(2r)2 — 52

= 5 don = +/(2r)%2 — 53, per il

n Teorema di Pitagora.

S
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2 2 n 2
() [ )]
Sn 2r
In conclusione, passando ai reciproci, il procedimento di Archimede per passare
da s, a sg, equivale all’applicazione ripetuta della formula

2 _ (27“)2 5721

Soy = (88)
? 8r2 4+ 4ry/(2r)2 — s2

5.4 Digressione: Archimede e le radici della trigonometria

“Quello che Archimede qui [nella Misura del Cerchio] stava svilup-
pando era Uinizio della trigonometria.” %4 Otto Toeplitz, [54].

I metodi utilizzati da Archimede nella Misura del Cerchio sono importanti per
motivi che vanno oltre il problema specifico del calcolo del rapporto tra circonferenza
e diametro di un cerchio. In questo trattato, infatti, si leggono dei risultati che
sembrano adombrare il successivo sviluppo della trigonometria. In particolare,
i risultati di Archimede sono stati forse utilizzati per la costruzione delle prime
tabelle di seni e coseni, compilate soprattutto per le applicazioni all’astronomia.”
In questo paragrafo e nel prossimo vediamo in che senso i risultati di Archimede si
possano interpretare come un inizio della trigonometria.

Formule di bisezione e duplicazione

Riprendiamo i calcoli di Archimede sui poligoni inscritti nel cerchio.

Abbiamo visto che Archimede esprime il lato s,, del poligono regolare inscritto
(con 2n lati) in termini di s,, mediante un procedimento descritto, nelle notazioni
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algebriche moderne, dalla formula

2 (27“)2 5721

o 8r2 4+ 4dry/(2r)2 — s2

S

(89)

(Si veda (88).) Se si assume il raggio come unita di misura si ottiene (ponendo
r=1)

2
n

2+4+4,/4—s2

2 S

Son =

ovvero, razionalizzando e semplificando,

s5, =2— /4 —s2 (90)

Da quest’ultima uguaglianza si ricava la formula inversa, che esprime s, in

termini di Sg,:
Sp = Son\/4 — 83, (91)

Il lato BT' = s,, del poligono regolare inscritto di n lati corrisponde a un angolo al
centro di 27 /n radianti. Quindi, nel caso r = 1, chiamato M il punto medio di
BT, si ha MB =sin .
Denotiamo con
CORDA () (92)

la corda del cerchio di raggio unitario corrispondente all’angolo al centro «, la
relazione tra le notazioni in termini di corda e di seno e data allora, per un cerchio
di raggio unitario, da

CORDA (o) = 2sin <g> (93)

In particolare, il lato s,, del poligono regolare inscritto con n lati e dato da

Sp = CORDA (27T> = 2sin (W) (94)

n

n

A

Analogamente, il lato s,,, del 2n-gono inscritto ¢ dato da

Son = 28in % (95)
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Poniamo

T

e quindi

Un
S, = 2sin1,, Sop, = 2sin o (97)

In definitiva, le uguaglianze ricavate da Archimede nello studio dei poligoni
inscritti si posssono scrivere, con le moderne notazioni trigonometriche, nel modo
sequente:

1. Dalla formula (90) si ricava sin,/2 in termini di sin4,. Precisamente,
con le notazioni (97), l'uguaglianza tra corde data da (90) si scrive

(7
4 sin? 5 = 2 —2¢/1 —sin?4,

=2—2cos?,

Otteniamo dunque la formule di bisezione, che possiamo scrivere come

. Up |1 —cost,
sm?—\/ 5 (98)

v
2 sin’ (;) =1—cost, (99)

oppure come

2. La formula (91), che inverte la (90) esprimendo la corda s, in termini della
corda s, si legge, con le notazioni (97),

Uy, Uy,
sind, = 2sin —4/1 — sin? — (100)
2 2
ossia,
9 Y
in1, = 2sin — cos — 101
sin sin —- cos - (101)
Dunque, la relazione tra corde (91) esprime la formula di duplicazione del
seno.

Osservazioni analoghe valgono per i calcoli fatti con i poligoni circoscritti. |
rapporti (paragrafo 5.2.1)

r
"= —, = — 102
= P = (102)
si scrivono:
T 1 T 1
“ [, tand, <0 B [, sind, 5¢ (103)

dove ¥, = 7. Quindi le uguaglianze utilizzate nella dimostrazione della Proposi-
zione 3 e ricavate dallo studio dei poligoni circoscritti, possono essere interpretate
nel modo seguente:
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Iy 'n

1. L’uguaglianza

r rooTy
- 4" 104
(si veda (42)) si scrive
Un
cot 5 = cot ¥, + — = cot v,, + csc,, (105)

n

2. L’uguaglianza
2
o (r> +1 (106)

(si veda (44)) equivale a

csc ¥, =/ (cot29,)° + 1 (107)
3. La formula iterativa
r r 7\ 2
—_ = — — 1 108
e LT (zn) * (108)

(si veda (108)) si legge allora come 'identita

Uy
cot = = cot U +\/cot? I, + 1 (109)

5.4.1 Risultato attribuito ad Archimede da Tabit ibn Qurra

Il grande scienziato Tabit ibn Qurra’” - attivo a Baghdad nella seconda meta del IX
secolo d.C. - & autore (tra altri) di un trattato il cui scopo € di ricostruire un’opera,
attribuita ad Archimede, il cui originale a quel tempo era gia andato perduto e
della quale erano diponibili soltanto copie apocrife, verosimilmente corrotte.”® Lo
scienziato islamico denomina quest’opera perduta (o, meglio, perduta nella sua
forma originaria) il “Libro di Archimede che tratta della divisione del cerchio in
sette parti uguali” (cioe, tratta della costruzione dell’ettagono regolare inscritto
in un cerchio). Da questa ricostruzione da parte di Tabit ibn Qurra dell’opera di
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Archimede, riportiamo un teorema (attribuito dallo scienziato arabo a Archimede)
che, opportunamente interpretato con le notazioni moderne, fornisce la formula di
bisezione” che esprime sin (%)

A

Figura 18: Figura in C. Schoy [49], pag. 81-82, Proposizione 14.

Proposizione (Proposizione 14 di Archimede in Schoy [49], pag.81) Sia dato
il semicerchio ACB, in cui siano AB il diametro e Z il punto medio di AB, e si
tracci la corda AC' (Fig. 18). Dividiamo in due parti uguali l’arco BC' con il punto
D e tracciamo le corde DB e DC. Sia H il punto sul diametro AB per il quale si
abbia AH = AC'. Dico allora che

7B x BH = BD? (110)

Dimostrazione. — (Schoy [49], pag.81.) I due triangoli ACD e AHD sono
congruenti. Infatti, hanno due coppie di lati uguali (AD in comune e AC =
AH per costruzione) e gli angoli compresi uguali (ZCAD = ZDAB, perché
angoli alla circonferenza che insistono su archi che sono uguali per costruzione).
Dall’uguaglianza di tali triangoli segue allora DC' = DH e quindi (essendo DC' =
DB, in quanto corde che sottendono archi uguali per costruzione) anche

DB = DH (111)

Per quest’ultima uguaglianza, il triangolo BDH e isoscele. Anche il triangolo
BZD é isoscele (essendo ZB e Z D raggi dello stesso cerchio), e i due triangoli
isosceli BDH e BZ D sono simili, avendo I'angolo alla base DB H in comune. Dalla
loro similitudine segue la proporzione

ZB:BD = BD: BH (112)
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che equivale alla tesi (110). O

Vediamo ora l'interpretazione in termini trigonometrici del teorema di Archi-
mede appena dimostrato. Nel caso di un cerchio di raggio unitario, si ha:

BZ =1
BD = corpa (o) = 2sin%

AH = AC = corpa (180° — 2a) = 25sin (90° — a) = 2 cos
BH=AB—-HA=2—-2cosa

Tenendo conto di queste ultime uguaglianze, vediamo subito che la tesi (110)
BD?* =ZB x BH

della Proposizione di Archimede non ¢ altro che I'uguaglianza
2 sin’ (g) =1—-cosa (113)

che da la formula di bisezione. Ritroviamo cosi, in un altro modo, I'uguaglianza
(99), gia ricavata direttamente dai risultati della Misura del Cerchio.

5.4.2 |l teorema della corda spezzata di Archimede in un’'opera di al-Biruni e le
formule di addizione e sottrazione

Il Libro per il calcolo delle corde di un cerchio™ (si veda [50]) - grosso modo,
una sorta di trattato di trigonometria odierna - del grande scienziato islamico
persiano al-Birtini'”! si fonda su un teorema, detto della corda spezzata, del quale
lo scienziato persiano riporta 23 dimostrazioni. Di queste, tre sono attribuite ad
Archimede, quattro allo stesso al-Biruni e le restanti ad altri matematici islamici.
Da questo teorema e possibile dedurre, almeno in linea di principio, le formule
di addizione e sottrazione per sin(a — f3) e sin(a + ). Pertanto, alcuni studiosi
giudicano possibile che la trigonometria di Archimede fosse gia sufficientemente
sviluppata per permettere la costruzione tabelle di seni di angoli.'?? Riportiamo
qui la prima delle dimostrazioni di Archimede contenute nel trattato di al-Biruni.

(Si vedano [50], [13], [10], [8].)
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Il teorema della corda spezzata di Archimede

Teorema (della corda spezzata). Dato un cerchio, siano ARCo(AB) e Arco(BC))
due archi disuguali, diciamo con ARCO(AB) maggiore di ArRco(BC). Tracciamo la
corda spezzata ABC. Chiamiamo D il punto medio dell’arco Arco(ABC), som-
ma di ARCO(AB) e Arco(BC). Sia E la proiezione ortogonale di D sulla corda
maggiore AB. Allora E ¢é il punto medio della corda spezzata ABC, cioé

CB+ BE = EA (114)

Dimostrazione (Attribuita in [50] da Al Birtni a Archimede.)%

Costruiamo Arco(DH) uguale a ARco(DB). Anche le relative corde saranno
uguali:

DH = DB (115)
Sul prolungamento del segmento BE sia Z il punto per il quale
BE =FEZ (116)

Tracciamo le corde DZ e DA. I due triangoli rettangoli DEB e DEZ sono uguali
(i cateti BE e BZ uguali; il cateto DE in comune). Allora DB = DZ e quindi
per l'uguaglianza (115) si ha

DB =DZ = DH (117)
Si ha poi
ARCO(AH) = Arco(CB) (118)
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Infatti,

ARCO(AH) = ARCO(AD) — arco(DH)
= ArRco(C'D) — arco(DB) (Arco(AD) = arco(DC) e
ARCO(DH) = arco(DB),
per costruzione.)
= Arco(CB)

Quindi sono uguali anche le relative corde:
AH =CB (119)
Vale poi 'uguaglianza tra angoli
/DBA=/DAB+ ZHDA (120)

perché 'angolo alla circonferenza /D B A insiste su un arco che é uguale alla somma
degli archi su cui insistono gli angoli ZDAB e ZHDA. Infatti:

(a) I'angolo alla circonferenza /DBA insiste su un arco che ¢ la somma
ARCO(DH) + Arco(HA);

(b) 'angolo alla circonferenza /D AB insiste sull’arco ARco(BD), che ¢ uguale
a ARCO(DH);

(c) I'angolo alla circonferenza ZH DA insiste su ARCO(H A).

Dunque,
LDAB+ Z/HDA = /ZDBA Per 'uguaglianza (120).
=/DZB Perché il triangolo BDZ ¢ isoscele.
=/LZAD + LZDA

In definitiva, si e dimostrato che
/DAB+ /HDA =/ZAD+ ZZDA (121)
e da quest’ultima uguaglianza (121) segue subito
/HDA=/ZDA (122)

perché ZDAB = ZZAD. Allora, i triangoli DZA e DHA sono uguali (perché
DZ = DH, il lato DA ¢ in comune e /ZDA = ZHDA). Dall’uguaglianza di
questi due triangoli segue, in particolare, che

AZ = AH (123)
Cost:
AZ+7ZFE=AH +ZE Per la (123).
=CB+FEB Perché AH = CB per la

(119), mentre EZ = EB per
la costruzione (116).
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In conclusione, abbiamo dimostrato 1'uguaglianza
AZ+7ZFE=CB+ BE (124)

che dice che la corda spezzata ABC ¢ divisa dal punto E in due parti uguali,
come si doveva dimostrare. O

Formule di addizione e sottrazione

Con le stesse notazioni del Teorema della corda spezzata dimostrato sopra,
supponiamo ora che il raggio del cerchio sia unitario (r = 1). Poniamo

ARCO(AD) = 2, ARCO(DB) = 2f (125)

Passando alle notazioni moderne e ricordando che, per ogni angolo al centro 19,
vale 'uguaglianza

CORDA(27) = 2sin? (126)
abbiamo allora:

AD = 2sin«

AFE = 2sinacos 3

DB =2sinf

EB = 2sin [ cos
AB = 2sin(a + f3)
CB = 2sin(a — )

Tenendo conto di queste uguaglianze, la tesi (114) del Teorema della corda spezzata,
scritta nella forma

CB=FA-FEB, (127)
si esprime ora, in termini di seno e coseno, come
sin(aw — 8) = sin awcos f — sin 3 cos « (128)

Dunque, il Teorema della corda spezzata di Archimede e strettamente correlato alla
formula di sottrazione per il seno, della quale non fornisce altro che una formulazione
in termini di lunghezze di corde. Similmente, I'uguaglianza AB = AE + EB si
puo leggere, tramite la relazione (126), come la formulazione in termini di corde
della formula di addizione del seno,

sin(a + 3) = sin acos 3 + sin 3 cos a (129)
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6 Metodi per approssimare le radici quadrate

“Il primo matematico greco che - cio che nessuno aveva fatto prima di lui -
dovette fare dei calcoli con quantita irrazionali e non si accontento di fare
speculazioni su di esse, fu Archimede.” S. Giinther'%*

Non si conosce con certezza il metodo seguito da Archimede per calcolare i
valori approssimati, dall’alto e dal basso, delle radici quadrate. E anche possibile
che abbia utilizzato diversi metodi, e non sempre in modo rigido. Ad esempio,
sembra che siano state preferite approssimazioni le cui parti frazionarie fossero
frazioni aventi come denominatore una potenze di 2 (del tipo 1/2*), anche se meno
accurate di altre approssimazioni facilmente ottenibili.'®® Le possibili ricostruzioni
delle tecniche utilizzate da Archimede sono numerose e la letteratura scientifica a
questo riguardo ¢ molto vasta.!’® Secondo una delle ricostruzioni'®” pitt verosimili
e diffuse, Archimede avrebbe fatto uso di poche e semplici disuguaglianze, che
descriviamo nel prossimo paragrafo 6.1. Dimostreremo queste disuguaglianze nello
stile algebrico di oggi, ma accenneremo anche a possibili interpretazioni geometriche,
piu vicine al pensiero matematico greco. Un altro metodo di approssimazione,
quello delle frazioni continue, sara brevemente esposto nel paragrafo 6.3.

6.1 Le disuguaglianze fondamentali

Uno dei metodi presumibilmente seguito da Archimede per il calcolo approssimato
delle radici quadrate ¢ basato sui due lemmi seguenti.

Lemma 4 (Approssimazione di radici. Prima versione.) [l numero intero
d = a® + b sia strettamente compreso tra i due quadrati perfetti a® e (a + 1)?,

a? <a®+b<(a+1)? (130)
Allora,
b b
a+ <val+b<a+ — (131)
2a+1 2a

Dimostrazione La maggiorazione

b
vai+b<a+ —

132
= (132)

¢ ovvia e ha una semplice interpretazione geometrica. Infatti, basta osservare che
equivale, elevando a quadrato (regola del quadrato del binomio, Euclide, Elementi,
I1, 4), alla ovvia disuguaglianza

b 2
a®+b<a®+b+ <2> (133)
a
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Per dimostrare l'approssimazione dal basso

a+

249 134
2a+1< @+ o (134)

si noti, anzitutto, che da (130) segue
0<b<2a+1 (135)

. b T
ossia 0 < 5.5 < 1. Quindi

b\’ b
1
(2@—1—1) <2a—|—1 ( 36)

Dalla (136) ricaviamo allora

Lb 2_2+2ab+ b\’
“Toatr1) T Toar1 T \2ar1

2ab . b
20+1  2a+1
=a’>+b

<a’+
da cui segue subito la (134). O

In modo del tutto analogo, considerando il minimo quadrato perfetto che
approssima il radicando d dall’alto, si dimostra:

Lemma 5 (Approssimazione di radici. Seconda versione.) Il numero inte-
ro d = o? — 3 sia strettamente compreso tra i due quadrati perfetti consecutivi
(a—1)% e a?:

(-1 <a?-p<a? (137)

a—2a6_1<\/a2—5<a—2ﬂa (138)

Allora,

Dimostrazione Come nel lemma precedente, 1’approssimazione dall’alto

\/a2—5<a—2ﬁa (139)

segue subito dal quadrato del binomio, in quanto equivale a

a2—6<a2—5+<5>2 (140)
2c0

Dimostriamo ora ’approssimazione dal basso

04—2&5_1 <y/a?—p (141)
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Da (137) segue: 0 < B <2a—1, ossia: 0< ;2 <1. Pertanto

200—1
B\ .8
142
<2a -1 = 200 — 1 (142)
Allora
CERY 20 CERY
— — 2 —
(O‘ 2a—1> “ 2a—1+<2a—1>
208 B
2 j—
ST %1 21
= a2 _— ﬁ
che equivale alla (141). Dunque, la (139) ¢ dimostrata. O

Per un’interpretazione geometrica (caso 5 = 1), si veda la figura qui sotto.

Fig.», A

-1 ——

Figura Una interpretazione geometrica dell’approssimazione dal basso:

(tratta da Hoffmann, [30], dove si trovano altri esempi di disuguaglianze interpretate
in modo geometrico). I quadrati di diagonali AC' e EC' hanno rispettivamente lati
x e 1; il rettangolo tratteggiato di diagonale GC ha base GH = (x—1)+z =2z —1

e area 1, e quindi la sua altezza ¢ CH = 2;1. Allora:
2% —1? = QUADRATO(AK) + I = (v — 2;_ 1)2 + 1
Di qui segue subito:
x — 2x1— ] <Vz?-1
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La precedente approssimazione dall’alto
b
\/a2+bza+2— (143)
a

e, per estensione, anche I’altra approssimazione dall’alto

\/042—ﬁ<04—2ﬁo( (144)

sono generalmente chiamate approssimazioni babilonesi.'"®

Confronto tra le approssimazioni precedenti (131) e (138).

Con le notazioni dei due precedenti Lemmi 4 e 5, scriviamo un fissato numero
naturale d, che non sia un quadrato perfetto, nei due modi

d=a*+b e d=a?>-3

dove a? e a* = (a + 1)? sono i quadrati perfetti che meglio approssimano d,
rispettivamente dal basso e dall’alto. Poiché (a+1)> —a>=2a+1 e b,8>1,
si ha b+ [ = 2a + 1. Dunque,

a=a+1, [f=2a+1-0 (145)
Valgono allora i due fatti seguenti.

1. Le due approssimazioni dal basso

b B

VD VA _ <\Jar—p=vd (146

a+2a+1 a? + Vd R a?—f=+d (146)
. . b 8 . .
coincidono.'” Cioe, a 4 525 = o — 5. Infatti, per le relazioni (145),
I6; 2a+1-10 b
_ —
“Ta1 7 2atrl  “Tar1

2. Quanto alle due approssimazioni dall’alto di vVd = Va2 + b = /aZ — 3, cioé

b p
d=+va*>+b< — d=\/a? - <a—— 147
Vd =Va?+ a+2a, Vd=/a? - <« = (147)
si noti che la prima e piu accurata, cioe

b 5
— < a- = 14
a+2a_a 2¢ (148)

se, e solo se, b < a; vale a dire, e piu accurata la prima se, e solo se d ¢ piu
vicino al quadrato perfetto a® che al quadrato perfetto (a + 1)%. Infatti, dalle
(145) segue

6] b+1

oy T g
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Quindi a+% Sa—% se, e solo se,
b b+1
at+ —<a+ + ossia 2ab + 2b < 2ab + 2a

2a 20+ 2

cio¢, se, e solo se, b < a. La distanza traa’ e (a+1)*¢ (a+1)*—a® = 2a+1
e quindi i numeri interi d = a* + b soddisfacenti a*> < d < (a + 1)? sono in
numero di 2a. Pertanto, la condizione b < a significa che d ¢ pitl vicino a a?
che a (a + 1), come volevamo dimostrare..
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6.2 Calcolo delle radici quadrate nella Misura del Cerchio

Vediamo ora, nei dettagli, come le conclusioni dei due precedenti Lemms 4 e 5 siano
sufficienti per ritrovare tutte le approssimazioni di radici quadrate utilizzate da
Archimede nella Misura del Cerchio. Le ricostruzioni dei conti che ora riportiamo
non sono originali: sono conosciute da tempo e seguono, nella sostanza, le ricerche
di Heath [24], Hultsch [31], Hofmann [30], Loria [38] e altri.

Ovviamente, non siamo in grado di affermare con certezza che Archimede
abbia effettivamente utilizzato queste tecniche; né, tantomeno, che abbia utilizzato
soltanto queste tecniche.

1. Cominciamo con 'approssimazione fondamentale

265 1351
V3

<59 1900 14
153 =~ V° = 780 (149)

utilizzata da Archimede per lo studio dell’esagono circoscritto e inscritto.
Usiamo il singolare approssimazione (anziché parlare di due approssimazioni,
una per difetto, 'altra per eccesso), perché per Archimede approssimare un
numero (un rapporto) ¢ non significa trovare non un singolo numero ‘vicino’
a ¢, bensi una coppia di numeri razionali («, ), tali @« < ¢ < . Detto
altrimenti, con il linguaggio di oggi, per Archimede una approssimazione di
un numero ¢ & un intervallo («, 3), con estremi razionali, contenente c.

Seguiamo Heath [24] e Hultsch [31]. Poiché 3 = 2% — 1, possiamo utilizzare
le disuguaglianze (138), con a = 2 e b = 1. Otteniamo:

2—411<\/_<2—3L1 (150)

ossia 5 .
5 < V3 < 1 (151)
Usiamo ora la tecnica seguente: calcoliamo il quadrato (%)2 = %5 e scriviamo

il radicando 3 di v/3 come frazione con lo stesso denominatore 9 del quadrato
appena calcolato:

27 1
ﬁ:\/;:?)% +2 (152)

Per la maggiorazione in (138), applicata a /5% + 2, otteniamo:

1 1 1 26
3=—-v5? 2<<5 ): 153
V3 3 + 3 * 5 15 (153)
2
Calcoliamo ancora il quadrato (%g) = 2772, e scriviamo il radicando 3 come

frazione con denominatore 152 = 225:

675  [676—1 _
= 267 — 1 154
v3 \/152 \/ 152 0 (1534)




Utilizzando ancora le disuguaglianze (138) per v/262 — 1, otteniamo 1'appros-
simazione dall’alto

1 1 1351
— (926 — = 1
‘/§<15<6 2><26) 780 (155)

La corrispondente approssimazione dal basso, data ancora da (138), &

]2<%—};><v@ (156)

Poiché 1—15 (26 — 5—11) = 265/153, abbiamo l’approssimazione dal basso

265
3 157
5 < V3 (157)

Le due disuguaglianze (155) e (157) danno infine I'approssimazione (149) per
V3

Un’altra tecnica per calcolare le approssimazioni di v/3 - lo sviluppo in
frazioni continue - sara descritto nel paragrafo 6.3.

1
591 + £ < V/349.450 (158)

Usiamo 'approssimazione dal basso

a+

) 159
a1 VT (159)

Abbiamo
5912 < 349.450 < 5922

e 349.450 = 5912 + 169. Allora, da (159) segue
169

1+ < /3494 1
591+ oo < V/349.450 (160)
Poiché 169 = 13% e 2 x 591 + 1 = 7 x 132,
169 132
14— =50l 4 ——
Ot st ~ M e
1 1
=591+ = > 591 + -
7 T3

e quindi ricaviamo infine la (158):

1
991 + 3 < Vv 349.450
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Nel testo della Misura del Cerchio viene utilizzata 1’approssimazione dal
basso 591 + é, meno accurata di 591 + % Presumibilmente, le frazioni i
cui denominatori siano potenze di 2 sono considerate da Archimede piu

convenienti per semplificare i conti successivi.

1 33
1172 + — <1/ 1.373.943 + — 161
i 8 \/ * 64 (161)

Approssimiamo dal basso 1/1.373.943. Il massimo quadrato perfetto che
non supera 1.373.943 ¢ a®> = 11722, e 1.373.943 = 11722 4+ 359. Dunque,
utilizzando la disuguaglianza

a+

<VaZ1b 162
a1 VT (162)

ricaviamo

359
2x 1172 +1

359 1
= 11724 o = 1172 + 5=
2345 215

33
\/1.373.943 + 61 > /1.373.943 = V11722 4 359 > 1172 +

1
= 1724 55

359

1
> 1172 4 -
+7

1
> 1172 + —
+8

Come altrove, I’approssimazione 1172 é, la cui parte frazionaria ¢ del tipo
1/2™, da Archimede & considerata preferibile.

1 1
9339 4+ = < 1/5.472.132 + — 163
+7 < \/ + 7 (163)

Poiché 23392 < 5.472.132 < 23402, con la solita regola otteniamo

1211
2x2339+1

1
\/5.472.132 +16 > V5.472.132 = /23392 + 1211 > 2339 +
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1211 1
= 23394+ ——— = 2339 + 4575
4679 £

1
2 _
> 339+4

1
v 1.018.405 < 1009 + 6

Il quadrato perfetto piil vicino a 1.018.405 & 10092 e
1.018.405 = 1009° + 324

Allora, per la (131),

1324
v1.018.405 < 1009 + ——
2 x 1009

162 162
009+ 1009 009+ 162 x 6 4+ 37

162
162 x 6

1
= 1009 + —
+6

< 1009 +

(164)

/ 1 1
4069284 + — < 2017 4 —
+ 36 < + 1

(165)

Poiché 20172 < 4069284 < 2018% e 4069284 = 20172 + 995, da (131) segue:

1
1/4069284 + 36 < V4069284
995

995
2017 + -2 _op17 4 2
<2007+ 55 o7 = 2007 o3

995
=2017+ ————— < 2017 +

1
< 2017 + —
+4

995
995 x 4+ 54 995 x 4
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3
V0.082.321 < 3013 + (166)

Il quadrato perfetto piu vicino al radicando ¢ 30142 e
9.082.321 = 3014* — 1875

Per la maggiorazione in (138),

1875
v/9.082.321 14— — 1
9.082.321 < 30 5% 3014 (167)
Poiché
1875 71X1875<}
2%x3014 4 1507 4

da (167) segue

1875 1 3
V0.082.321 < 3014 — —— <3014 — - = 3013+ - 1
0.082.321 < 3014 — o~ r <3014 — £ = 3013+ (168)

che ¢ la (166).

9
Vv 3.380.929 < 1838 + I (169)

Questa approssimazione (utilizzata nella Proposizione 3 per maggiorare il
rapporto 2r/sy, tra il diametro del cerchio e il lato del poligono regolare
inscritto di 24 lati) ¢ una delle piu difficili da ricostruire. La solita tecnica di
approssimazione del radicando con il quadrato perfetto piu vicino conduce a

3.380.929 = 18392 — 992 (170)

Quindi, per la maggiorazione in (138),

992
Vv3.380.92 1 - 171
3.380.929 < 1839 7 % 1839 (171)

Un’immediata stima dall’alto con frazioni del tipo 1/2F (come spesso in
Archimede) porterebbe a

992 1
Vv 3.380.92 1 - — <1 - - 172
3.380.929 < 1839 2><1839< 839 1 (172)

Nel testo (di Archimede-Heiberg) leggiamo invece una stima dall’alto la cui
parte frazionaria ha un insolito denominatore 11,

9
Vv 3.380.929 < 1838 + 11 (173)
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Ovviamente, non c¢’¢ alcuna difficolta a controllare la correttezza della stima
(173):

1 2 9 9
Vv 3.380.929 < 1839 — 1 <1839 — — =1838+1— — = 1838+ — (174)

11 11 11
Ma e difficile motivare la scelta di una parte frazionaria con denominatore
11. Hultsch [31] (seguito da Heath, [24], p.Ixxxvii) congettura che tale scelta
sia stata effettuata, sulla base di una motivazione a posteriori, allo scopo di
rendere piu agevole il conto successivo (si veda la disuguaglianza (289), che
mostra, in effetti, come la scelta del denominatore 11 consenta di semplificare
i calcoli).
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6.3 Approssimazioni mediante frazioni continue

Diamo un cenno agli sviluppi dei numeri reali in frazioni continue. Per i nostri
scopi, e sufficiente considerare i numeri reali > 1. Sia [z] la parte intera di x
(cioe, il massimo intero minore o uguale a z) e poniamo {x} = x — [z] (la parte
frazionaria di x). Dunque,

x = [z] + {z}, 0<{z} <1 (175)

Se {x} ¢ diverso da zero, si ha é >1le {é] > 1. Scriviamo

x::[x]+-{x}::[x]+-{}::[x}+- L (176)

1
1 1 1
] ol {e) na+ {5}
dove ny = [z], ng = {é} sono interi. Se {é} # 0, il procedimento si puo iterare.
Nel caso in cui il numero x sia un numero razionale, il procedimento descritto
termina dopo un numero finito di passi e da luogo a una espressione del tipo

1
vt
ny+ ———
S
n,

(per opportuni numeri interi positivi ny, ...,n,), che si chiama frazione continua
semplice. Quando x & razionale, il procedimento si puo effettuare utilizzando
I’algoritmo di Euclide per il calcolo del massimo comun divisore. Illustriamo la
questione con un esempio. Per calcolare lo sviluppo in frazione continua di x = 58

17>
applichiamo dapprima 'algoritmo di Euclide che fornisce il massimo comun divisore

fra 56 ¢ 17 (che ¢ 1):

56 =17x3+5
17=5x3+2
D=2x2+1
2=1x2+40

Questo algoritmo ci permette di scrivere successivamente:

56 1
=34
AR i
17 1
=34+
5 3
5 1
S _94 =
2 + 2
Otteniamo allora:
h g 1
17 34 1
2+ L
2
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(Abbiamo evidenziato in grassetto i quozienti dell’algoritmo di Euclide). Questa
scrittura suggerisce la definizione di convergente r-esima (o di ordine r) [nq, ..., n,],
che ¢ data in modo ricorsivo:

e Sen > 1 ¢ un numero intero, poniamo [n| =n ;

e Se nq,...,n, > 1 sono numeri interi, poniamo

1
Ny = _ 177
[nl, o ] n1+ [TLQ’...,TLT] ( )
Ad esempio:
1
[nl,nQ] =T + —
Ny
1
[n1,n9,n3] = N1 + .
ng + —
n3
1
(N1, N2, ng, na| = nq + 1
No + 1
UE} + —
Ny

eccetera. Con queste notazioni, le successive convergenti del numero razionale
r = 2% (ottenute sopra) sono

17
3] =3
110
3,3 =3+-=—
[7] + 3
23
3,3,2] =3+ ——="
[77] +3+1 7
2
1 56
33,22 =34+ ——— = —
13,3,2.2] +3+ 1 17
2—1—1
2

Si noti che le convergenti di ordine dispari approssimano x dal basso e sono
crescenti, mentre quelle di ordine pari approssimano x dall’alto e sono decrescenti
(e I'ultima convergente & uguale a z):

3] < [3,3,2] <z =[3,3,2,2] < [3,3]

Uno schema simile si riproduce anche quando x € irrazionale. Valgono infatti le
seguenti proprieta (per le quali si rimanda a [4]):
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e Se x > 1 ¢ un numero razionale, il procedimento sopra descritto per scrivere
x come frazione continua ha termine dopo un numero finito di passi. In altri
termini, esistono numeri interi nq,...,n, > 1 tali che

1

x=ny,..,n] =ny+ .

No + . 1
.. _"_7
oy

e Se x > 1 e irrazionale, il procedimento non ha termine. In questo caso, esiste
una successione di interi positivi n;, (h € N) tale che

r= lim [ng,..,n
r—>+oo[ 1yeey r]
Diremo ancora che il numero irrazionale x ha lo sviluppo in frazione continua
(illimitata)
1

r = [ny,ng,ng, ... =ng +
ng + 1
ng + ——

e Quando z e irrazionale, le convergenti di ordine dispari costituiscono una
sottosuccessione crescente e quindi sono approssimazioni razionali di x dal
basso, mentre le convergenti di ordine pari costituiscono una sottosuccessione
decrescente e pertanto sono approssimazioni razionali di x dall’alto:

(n1] < [n1,ne,ng] < -+ <z < -+ <[ng,ng, ng,ng < [ng,ns]

Esempio: approssimazioni dal basso e dall’alto di v/3. Le approssima-

zioni dal basso e dall’alto
265 V3 1351

— <V3<
153 780’

utilizzate da Archimede, si possono entrambe ricavare dallo sviluppo di v/3 in
frazione continua. Pertanto, ¢ stato congetturato (si vedano, tra gli altri, Knorr
[34] e Thompson [53]) che Archimede, nei suoi calcoli, abbia potuto fare ricorso a
qualche tecnica riconducibile, nella sostanza, a tali sviluppi. Siccome 1 < /3 < 2,
la scrittura di v/3 come somma della sua parte intera e di quella frazionaria &

V3= V3| +{Vv3} =1+ (VB-1)=1+ -

V3-1

(178)

Ora,
I V3+1 V341 (179)
V3i-1 (VB-1(V3+1) 2
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la cui parte intera ¢ 1. Dunque

\/§+1:[\/§+1]+{\/§+1}:H\/§—1 1

2 2 2 2

. . . 2
Calcoliamo ora la parte intera di —=—. Da

2 2(v3+1) 341

V3—1 (V3-1)(V3+1)

segue

\/;_1: [ﬁ2_1]+{\/§2_1}=[\/§+1}+{\/§+1}

=24 (V3-1)
1

=2+ —
V3—-1

Siamo cosl tornati al calcolo di \/31_17 gia effettuato al passo (179). Pertanto, lo

sviluppo di v/3 in frazione continua &

V3=101,1,2,1,2,1,2,1,2,..]

110

Si tratta di uno sviluppo periodico''” che presenta il ciclo (1,2) di lunghezza 2.

V3 =[ni,ng, .. ny, ] =[1,1,2,1,2,1,2, ]
1
=1+ :
1+ !
2+ I
1+ ;
2+ :
1+ 1
2+ 1
1+2+...

(n1 = [v/3] = 1; per ogni h > 2: nj, = 1 se h & pari, n, = 2 se h ¢ dispari.) Le
prime 12 convergenti della frazione continua di v/3 sono riportate nella Tabella 2.
In particolare, la nona convergente (che approssima /3 dal basso) ¢
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[1,1,2,1,2,1,2,1,2] = 1 +

1+
2+

1+

2+

265
153

e la dodicesima convergente (valore approssimato di /3 dall’alto) &

1,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,1] = 1 + ! .
1+ -
2+ :
1+ ]
2+ -
1+ ]
2+ -
1+ :
2 4 .

I+ —

2+
1351
~ 780
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In questo modo, ritroviamo le due stime (178) di v/3 utilizzate nella Misura

del Cerchio.

Tabella 1: Schema dello sv

iluppo di \/3 = [a1, as, ...,

A, ..] in frazione continua. Si ha

ay = [\/3] =1; per ogni h > 2, ap, = 1 se h & pari, ap = 2 se h & dispari.
o] {a} (=a—[a]) é % (semplificato)
1° Passo 1(=ay) V3-—1 \/51—1 — ¢;+1
2° Passo S 1(= ag) ‘/52*1 \/?:271 =341
3° Passo V3+1 2(= a3) V3-1 \/51—1 _ \/§2+1
£Passo (=2) | G | U=ar) | Y5 L [=V3+1
5 Passo (=3°) | V3+1 | 2=a;) | V3- 7 | =5
6 Passo (=27) | Y57 |l=ap) | ¥ L [= 3+l
eccetera 2(=ay)
Tabella 2: (Tratta da [53]) Sviluppo di v/3 in frazione continua. Le convergenti

crescenti di ordine dispari e le convergenti decrescenti di ordine pari approssimano /3
dal basso e, rispettlvamente dall’alto. La nona e la dodicesima convergente danno

Uapprossimazione 2 153 <3

1351

3< %50

utilizzata da Archimede nella Misura del Cerchio.

1[1
3a
5a
7a
9(1

11* convergente

convergente
convergente
convergente
convergente

convergente

12* convergente

10 convergente
8% convergente
6% convergente
4% convergente
2% convergente

[1]
[1,1,2]
[1,1,2,1,2]
[1,1,2,1,2,1,2]
[1,1,2,1,2,1,2,1,2]
[1,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2]

1,1,2.1,2,1,2,1,2,1,2/1

[77777777777
1,1,2,1,2,1,2,1,2,1]
[1,1,2,1,2,1,2,1]
[171’27177]
[1,1,2,1]
1,1

1

]

= (265,153

1

= 5/3

19/11

= 71/41

= 989/571

V3

= [1351/780

= 362,200

97/56
26,15
7/4

2

= 1.0000000
= 1.6666666
= 1.7272727
= 1.7317073
= 1.7320261
= 1.7320493
= 1.7320508..
= 1.7320513
= 1.7320574
= 1.7321428
= 1.7333333
= 1.7500000
= 2.0000000
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6.4 Il metodo di Erone per il calcolo delle radici quadrate

Nel suo trattato Metrica ([29]), Erone!!! descrive il procedimento che permette di
calcolare 'area di un triangolo dati i tre lati, senza bisogno di conoscere alcuna
altezza. Si tratta del risultato oggi noto come formula di Erone:'?

AREA DEL TRIANGOLO = \/s(s —a)(s—0b)(s—c¢)

dove a,b,csonoilatie s = %(aqt b+ c) ¢ il semi-perimetro. Questa formula richiede
il calcolo di una radice quadrata. Per esempio, per trovare I'area di un triangolo
di lati 7, 8 e 9 unita si dovra calcolare v/720. Sviluppando questo esempio, Erone,
nello stesso passo dell’opera, cosi descrive il metodo per il calcolo approssimato
della radice quadrata (Erone, Metrica, [29], Libro I, pag. 165):'13

emel 6 ouveyyilwv 16 Px TeTEO- Poiché il quadrato piu vicino a
YwVOC EGTV 6 )’ %ol TAEUEAY €L 720 e 729, che ha come lato [radice
Tov xC, uépoov tag Px’ eic tov %' quadrata) 27, si divida 720 per 27:
yilyvetar x5 xal tolto 800" si ottiene 26 e due terzi;
mpootec tac «{ - yiyveton vy’ Tplta si aggiunga 27; si ottiene 53 e due
000" terzi;

’

T00TWYV TO Auou: yiyvetar x5 L' y" di questo, si prenda la meta; si

ottiene 261/21/3;

gotan dpa ToD Py’ 1 mAeupd EyyloTa il lato [la radice quadrata] di 720 sara
o xs Ly dunque molto vicino a 261/21/3.

o yop x5 L'y €@ eautd - yiyveta Infatti, lo stesso 261/21/3 [elevato
U’ A"+ HoTe TO BLdPopov HovAEdog a quadrato] da 7201/36; pertanto la
€0l Yoptov A’ differenza & di 1/36.

edv 0¢ Bouloueia v EAdoGOVL Hopie Se poi vogliamo che la differenza sia
ol A" TV Spopay Ylyveodar, avti di una parte minore di !/36, al po-
o0 Y tédopev ta VOV EupedévTa sto di 729 sostituiamo 7201/36, ora
D" xol A" w0l TodTA TOLHoUVTES EU- trovato, e facendo le stesse cose tro-
eYjoouey TOAAG EAdTTove ToD A" TV veremo [che é] molto minore di 1/36
OLUPOEAY YLYVOUEVTV. la differenza che si ottiene.

Seguiamo, passo dopo passo, il procedimento descritto da Erone. Il quadrato
perfetto pitl vicino a 720 & 729 = 272. Come prima approssimazione di /720,
prendiamo allora oy = 27, che approssima /720 dall’alto:

V720 < oy

Calcoliamo ora 3y = 20 = %. Da 720 =26 x 27 + 18 segue

aQ

20 26 x27+1 2
_T20 _26x274+18 . 2

& o 27 3
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Ovviamente, poiché ag8y = 720 e ag € un’approssimazione di /720 dall’alto, ora
Bo approssima /720 dal basso; quindi abbiamo

ﬂ0< V720 < o

Consideriamo ora la media aritmetica:

1 1 2 1 1
== =—(27T4+264+ =) =26+ -+ - =2061/21
a1 =30+ ) 2( * +3> Tty T
La media geometrica v/apBy = v/720 di g e [y € minore della media aritmetica
o1 = 5(ag + Bo) (si veda il paragrafo 6.4) e oy = 3(ag + o) < 3(an + ap) = .
Pertanto,

B()< V720 < o < o

Dunque oy = 261/21/3 & un’approssimazione dall’alto di /720 e, essendo minore
di oy = 27, € un’approssimazione migliore rispetto alla stima iniziale oy = 27. Nel
testo, Erone osserva che o? differisce da 720 solo per 1/36:

2
1
of = (26141/3)% = (26 + 2) =720+ - (180)

Se poi vogliamo trovare una approssimazione as per /720 che sia migliore di oy,
iterando il procedimento (xoi Ta0Td TothoavTee, facendo le stesse cose), poniamo'

1 720
o= o+ T2)
2 (65}

La nuova approssimazione as di v/720 & ancora per eccesso ed & migliore di o. (Si
veda il paragrafo 6.5 per le dimostrazioni.) Per calcolare V/d, Erone nella Metrica
si ferma in generale all’approssimazione o = %(ao + O%), dove a2 ¢ il quadrato
perfetto piu vicino a d ([29], pag. 165, Nota 51.)

Un secondo esempio interessante (Erone, Metrica, [29]) ¢ il calcolo di v/63. 11
quadrato pill vicino a 63 & 64 = 8 — 1. Seguendo il metodo di Erone, consideriamo
g = 8 come approssimazione iniziale. Calcoliamo poi

1( +63> 1(8+63>
ap ==+ —) == —
7o\ g, 2 8

E interessante notare che a; ¢ scritto nella Metrica ([29], pag. 171) con la parte

frazionaria (cioe, la differenza tra a; e la sua parte intera) in forma diadica, cioe

come somma di potenze del tipo 2%, con k intero positivo:



Y TR
S 27478716

Si ottiene cosi 'approssimazione
V63~ T1h1/11/81/16

(che & un’approssimazione dall’alto, in quanto ricavata mediante una media
aritmetica. Si veda il prossimo paragrafo.).

Media aritmetica, geometrica e armonica

Per comprendere meglio il metodo di Erone, conviene ricordare alcuni tipi di medie
tra numeri e le disuguaglianze tra di esse. Fissati due numeri positivi a, b, la media
aritmetica M,, la media geometrica M e la media armonica M di a e b sono cosi
definite:

b
MEDIA ARITMETICA: M,(a,b) = ot
MEDIA GEOMETRICA: M (a,b) = Vab

1 2ab M?
MEDIA ARMONICA: My(a,b) = =P _ %

L1+ a+b M,

Teorema Per numeri positivi a,b qualunque, valgono le disuguaglianze
My(a,b) < Mg(a,b) < M,(a,b) (181)

Le tre medie coincidono se, e solo se, a = b.

DIMOSTRAZIONE La disuguaglianza Mq(a,b) < M,(a,b), cioe

\/%Sa—;—b

equivale all’ovvia disuguaglianza
0 < (Va—vb)?

in cui vale il segno uguale vale se, e solo se, a = b. Dunque, M¢(a,b) = M,(a,b)
se, e solo se, a = b. Da
Mc(a,b)?

B AT}

(182)

e da M¢(a,b) < M,(a,b) segue allora
My(a,b)  Mq(a,b)

Mg(a,b) — M,(a,b)

Dunque Mjy(a,b) < Mg(a,b). In conclusione, valgono le disuguaglianze (181).
Inoltre, per la (182), My(a,b) = M¢(a,b) equivale a My(a,b) = M,(a,b), che a

sua volta equivale a a = b. Quindi, le tre medie coincidono se, e solo se, a = b. [

1

IN

Per due (tra numerose altre) interpretazioni geometriche, si vedano le figure
19, 20.
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Figura 19: Disuguaglianze tra media aritmetica, geometrica e armonica. Se PQ = a
e QR =10, il raggio e OS = “T'H’, la media aritmetica di a e b. Per il Secondo Teorema
di Euclide, applicato al triangolo rettangolo PSR, 'altezza S@Q relativa all’ipotenusa
PR ¢ la media geometrica v/ab. Nel triangolo rettangolo SOQ, per il Primo Teorema di
FEuclide, detta H la proiezione ortogonale di @ sull'ipotenusa O, si ha SQ? = OS x HS,
cioe ab = “TH’ x HS. Quindi, HS = (2ab) : (a + b), la media armonica di a e b. Dunque,
le disuguaglianze tra le medie equivalgono alle ovvie disuguaglianze OS > Q.S > HS.

HGOA
O € MH MG MA y

Figura 20: ([7]) Un’altra interpretazione geometrica delle disuguaglianze tra le medie.
OT e tangente in T alla circonferenza di centro A e diametro XY; H & la proiezione di
T sul diametro e OG = OT. Se (fissata un’unita di misura) x e y sono le misure di OX
e OY, allora le misure di OH, OG e OA sono, rispettivamente, la media armonica My,
la media geometrica M e la media aritmetica M, di x e y:
My < Mg < My

Infatti: (i) 0G* =0T = zy, quindi OG = \/zy = Mg; (ii) M, = (x +y)/2; (iii) nel
triangolo rettangolo OT A, OT” = OAOH. Dunque OH = WQ/W = M2/M, = M,.
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6.5 |l metodo di Erone rivisitato

Usando i vari tipi di medie che abbiamo ora visto, il metodo di Erone per appros-
simare la radice quadrata di un numero positivo d puo essere descritto nel modo
seguente. (Per un’interpretazione geometrica, si veda la Fig:21.) Scegliamo, in
modo arbitrario, un numero positivo z. Associamo a z il numero 2’ = d/z. Poiché
zz' = d, i due numeri z e 2z’ sono uno maggiore, ’altro minore di d (se z = 2/,
Vd=z=2 ). Chiamiamo «ayg, fp rispettivamente il maggiore e il minore di essi.
Abbiamo dunque:

BO < \/Zl < (Xoﬂo =d (183)
Si noti che v/d ¢ la media geometrica di a e b. Ora definiamo
ao + Bo d 2005
= = — = 184
031 9 B o a0 + Bo (184)

Poiché «; e la media aritmetica di aq, 5y e 51 € la media armonica di ag, 5y, per le
disuguaglianze sulle medie (181) si ha

B < Vd < (185)

Inoltre, oy = %(ao + Bo) < %(Oéo + ap) = ap e quindi Fy = a% < ai = (1. Dunque

60<61<\/E<061<Oé() (186)

Definiamo allora un metodo iterativo. Partendo da «ag, £y soddisfacenti (183),
definiamo per induzione, per ogni intero n > 0,

Qpi1 = an—;ﬁn (Media aritmetica di a, € 3,) (187)

d 20,0,

Q41 7% + 571

Bni1 = (Media armonica di a, e f3,,) (188)

Nello stesso modo in cui si sono dimostrate le disuguaglianze (186), si dimostra
che

51<62<\/E<062<Ck1 (189)
(Infatti, ag = (a1 + £1)/2 < (g +1)/2 = aq e B = o% < a% = f5.) Piu in

generale, si dimostra (per induzione) che, per ogni n > 0,

Bn < Brg1 < Vd < api1 < o (190)

Dunque, la successione «,, ¢ decrescente (e V/d ne & una limitazione inferiore) e la
successione 3, & decrescente (e v/d ne & una limitazione superiore):

50<61<-~-<6n<6n+1<---<\/3<---<an+1<an<---<a1<a0

Inoltre, per ogni n > 1,
Op—1 — 67171
2

Infatti, a,, € il punto medio del segmento [a,—1, Bn-1] € Bno1 < Bn < an

= P < (191)
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ﬁn—l ﬁn (677 Qn—1

Dunque, 'ampiezza dell’intervallo [, ;] (cioe, a,, — f3,,) € meno della meta
dell’ampiezza dell'intervallo [, 1, a,,—1] (data da a1 — 5,-1). Quindi la (191) &
dimostrata. Partendo da n = 1, abbiamo a; — 31 < O‘(’T_ﬁo; iterando, si ottiene

040—50

o (192)

Qp — ﬁn <
Pertanto,!'®

lim Bn:\/c_lz lim «,

n—-+o0o n—-+00

Per ‘metodo di Erone’ si intende, di solito, il metodo iterativo con il quale, a
partire da una scelta iniziale arbitraria oy > V/d, si costruisce per ricorrenza la
successione

Qp

N ; (ozn + d) (n>0) (193)

che, come abbiamo dimostrato, converge a v/d.

S
Bo BLvd o z

Figura 21: Una intepretazione geometrica del metodo di Erone. Si disegni 'iperbole
xy = d e si fissi un qualunque oy > 0 (una prima approssimazione per \/&) Si considerino
il punto dell’iperbole la cui ascissa € «ap, cioe, il punto Ag = (o, O%), il suo simmetrico
A = (O%, ap) rispetto alla retta y = x e la proiezione di Af sull’asse delle x. Si ottiene
cosi il punto (Bp,0). Ora si considera il punto medio del segmento AgAj. La proiezione
di tale punto sull’asse = ¢ (a1,0). Si intuisce che la nuova approssimazione dall’alto
a1 sia migliore della iniziale ag. Poi si itera, ottenendo le due successioni 3, e oy, che
convergono a v/d, rispettivamente dal basso e dall’alto.
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6.6 Confronto tra metodo di Erone e altre approssimazioni

Confrontiamo ora le approssimazioni che si ottengono con il metodo di Erone
(paragrafo 6.4) con le disuguaglianze fondamentali

b b
a-+ <val+b<a+ — (194)
2a+1 2a

del paragrafo 6.1, che abbiamo utilizzato finora nei calcoli delle radici quadrate.
Come al solito, supponiamo che l'intero d = a? + b (non quadrato perfetto, cioe
con b # () sia compreso tra i due quadrati a® e (a + 1)? :

a? <a®+b<(a+1)? (195)

Allora
1<b<2a (196)

Applichiamo il metodo di Erone (6.5). Scegliamo 3y = a come approssimazione
dal basso di Va2 +be

a2+b_a2+b b

= = - 197
g 5 - a+ - (197)
come corrispondente approssimazione di v/a? + b dall’alto. La media aritmetica
1 1 b b
_ = i |l = — 198
a 2(a0+60) 2<a+a+a> a+ o (198)

¢ allora un’approssimazione dall’alto di va? + b,
b

\/a2+b<a+? (199)
a

perché la media aritmetica o = %(ﬂo +ap) =a+ % ¢ maggiore della media
geometrica v/apBy = Va2 + b (si veda il paragrafo 6.4). Dunque:

L’approssimazione dall’alto
b
\/a2+b<a+? (200)
a

gia ottenuta con le (194), coincide con l'approssimazione dall’alto (199) che si
ottiene con il metodo di Erone.

Continuando con l'algoritmo di Erone, troviamo poi I'approssimazione dal
basso

240 24
CIO U E (201)
a1 a—i—%
cioe
a+ <Va2+b 202
2a+§ ( )
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Questa approssimazione dal basso non coincide con 'approssimazione dal basso
a+ TL, gia trovata con le (131). Per confrontare tra loro le varie approssimazioni
in modo elementare, e utile considerare la funzione

b
2a 4+ x’

p(r) =a+ x>0 (203)

Chiamiamo h la parte frazionaria di va? + b, cioe la differenza tra va?> + b e la
sua parte intera a:

vVa?+b=a+h (204)
Elevando a quadrato i due membri dell’'uguaglianza (204), otteniamo

b
h:
2a + h

(205)

Quindi abbiamo

Va?+b=a+h=a+ (206)

2a + h
Allora:

(a) 0<h<1 (Perché a < Va?> +b<a+1.)

(b) Si ha
o(h) =+va?+b (207)
Si noti che se in Tih si effettua ancora la sostituzione h = ﬁ e si procede

iterando la sostituzione, si costruisce una frazione continua.

(c) Poiché L > ﬁ, dall'uguaglianza (205) segue

b
— 2
2a>h (208)

(d) Siccome ¢ ¢ una funzione decrescente, da (208) segue

¢<b><ww) (209)

2a

ossia b

a+m:a+4a2+b< a’?+b (210)
(e) Poiché (per la (196)) & <1,
a+2a+1§a—|—2a+%< a’+b (211)
Ritroviamo cosl, per altra via, I’approssimazione dal basso a + ﬁ per
a’+b

a—|—2a+1< a’?+b (212)

b

che & meno accurata rispetto a a + 3 T M2 piu semplice da usare nei conti.
2a
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(f) Quanto all’approssimazione dal basso (202) data dal metodo di Erone, si

noti che (essendo 2 < ), essa & meno accurata della precedente (210):

2a
a+ <a+ <Vva*+b 213
2a+ 2 2a+ & (213)
(g) Delle due approssimazioni dal basso
<Vva?+b <Va?+b
R T T

la prima, ottenuta con il metodo di Erone, e piu accurata se g < 1, cioe se
a® + b ¢ piu vicino a a? che al quadrato perfetto successivo (a + 1)

Riassumendo:

Usando il metodo di Erone, per il calcolo approssimato di v/a? + b (quando a®
¢ il massimo quadrato che non supera a®> +b), oltre alle disuguaglianze

b b
a+ <val+b<a+ — (214)
2a + 1 2a

abbiamo anche le disuguaglianze, piu accurate,

2ab b b
—at+—— <Va@+b - 215
a+4a2+b a+2a+%< a? + <a+2a (215)

Seguendo G. Loria!'® diamo altri esempi di calcolo approssimato di radici
quadrate, utilizzando le disuguaglianze (215).

Esempi

1. V2.
Da v2 = Va2+b = V1241, con ¢ = b = 1, si ottengono i valori

approssimati
2

7 1 3
142ty ="
+ 2 5<\/_< +5=75

L’approssimazione per difetto ¢ il valore approssimato v/2 ~ % utilizzato da
Aristarco da Samo (G. Loria, [38]).

2. /5. Poiché v/5 = /22 + 1, otteniamo

38 4 1/ 9
2 Voo & 91 -(=2
(17 ) + 7 <V +4< 4)
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Note

Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze attinenti alla meccanica
e ai moti locali, Leida, 1638.

Per la traduzione del testo greco della Misura del Cerchio (Kixhou Métpnoic; latino:
Dimensio Circuli), mi sono basato sull’edizione critica in Heiberg [26], Archimedis Opera
Omnia cum Commentariis Futocii, Teubner, Lipsia, 1880, pag. 232-243. 1l testo greco, senza
apparato critico, & anche riprodotto in Thomas [52] e in Mugler [2]. Un’edizione del 1828,
con testo greco e versione in tedesco, ¢ in Gutenécker [23].

L’opera persa di Archimede alla quale si allude potrebbe essere quella che il matematico
Pappo cita sotto il titolo Sulla circonferenza del Cerchio (Ilepl tfic ToU x0xhou yétenolc) in:
Collectio, V, 2, [41], pag. 243.

Per una ricostruzione della trasmissione del testo di Archimede, si veda W. Knorr [35].

Questo Autore congettura che il rifacimento dell’originario testo archimedeo a noi pervenuto
sia da attribuire a Ipazia, matematica, astronoma e filosofa di grande prestigio, brutalmente
assassinata ad Alessandria d’Egitto nell’anno 415.

Nella Misura del Cerchio, Archimede assume implicitamente che la corda sia minore dell’arco,
e quindi che il perimetro del poligono inscritto sia minore del perimetro del cerchio (cioe, della
circonferenza). Analogamente, nella seconda parte della dimostrazione della Proposizione 1
assume che il perimetro del poligono circoscritto sia maggiore del perimetro del cerchio. In
un’altra sua opera - Sulla Sfera e il Cilindro, della quale non sappiamo con certezza se sia
anteriore o posteriore a quella in esame - Archimede precisera la questione, con 'introduzione
di opportuni postulati. (Si veda il paragrafo 5.1.)

Latino: reductio ad absurdum; greco: 7 eic ad0vatov amoywyy.

Eudosso (408-355 a.C.), frequentatore dell’ Accademia di Platone, fu scienziato universale,
grande matematico, astronomo, studioso di macchine, filosofo. A Eudosso si deve, tra
I'altro, la fondamentale teoria delle proporzioni, esposta in modo sistematico nel libro V
degli Elementi di Euclide. Per i contributi di Eudosso al calcolo infinitesimale, si vedano
I'importante libro di E. Rufini Il “Metodo” di Archimede e le origini del calcolo infinitesimale
nell’antichita [45] e, dello stesso autore, gli Studi geometrici su Eudosso, [46].

Questo risultato & talvolta accostato alle ricerche di Ippocrate sulla quadratura di certe

lunule, ma in realta ne differisce profondamente per obiettivi e metodi. Per chiarire meglio
la questione, diamo un esempio di quadratura di una lunula di Ippocrate. Con il termine
quadratura di una figura piana, si intende, in termini generali, la determinazione teorica
della sua area. In un’accezione piu restrittiva, invece, la quadratura di una figura F consiste
invece nella costruzione con riga e compasso di un rettangolo o, in modo equivalente, di un
quadrato (di qui il nome ‘quadratura’) che abbia la stessa area di F.
Nel caso particolare che ora descriviamo, il triangolo che ha la stessa area della lunula &
effettivamente costruibile con riga e compasso a partire dai dati del problema. Per il testo
greco sulle lunule di Ippocrate, tratto dal Commentario di Simplicio alla Fisica di Aristotele,
curato da H. Diels (1982), si veda la preziosa antologia di testi matematici greci curata di
Ivor Thomas, [51], pag. 238. Si veda anche il capitolo 1 di W. Knorr, The Ancient Tradition
of Geometric Problems, [36].
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Vediamo i dettagli. Consideriamo il semicerchio circoscritto a un triangolo rettangolo isoscele
ABC. Sia ADB Parco di circonferenza di raggio uguale alla corda AC(= BC') interno al
semicerchio. Dimostriamo che la lunula ACBDA (delimitata dalla semicirconferenza ACB
e e dall’arco di circonferenza ADB) ¢ uguale al triangolo ABC. Il rapporto tra due cerchi &
il rapporto tra i quadrati dei rispettivi raggi. Di qui segue che segmenti di cerchi che siano
simili tra loro - o, il che € lo stesso, segmenti circolari i cui corrispondenti angoli al centro
siano uguali -, hanno rapporto uguale al quadrato dei rispettivi raggi.

C

J

A M B

I tre segmenti «, 3,9 sono simili, perché i corrispondenti angoli al centro sono retti. Allora,
poiché il raggio di a (uguale a quello di ) e il raggio di § sono lato e diagonale di uno stesso
quadrato, abbiamo le proporzioni: «:0 =1:2=(§:4. Dunque, a = %5 e = %5 Allora,
poiché ABC =~ 4+, il triangolo ABC e la lunula ACBDA sono uguali:

1 1
LUNULAACBDA=~vy4+a+ [ =~v+ 55 + 56 =+ § = TRIANGOLO ABC

“The fundamental importance of this discovery lies in proving the possibility
of areas bounded by curved lines being commensurable with areas bounded
by straight lines. The problem of “squaring the circle” derived its great
appeal from this discovery.” (O. Toeplitz, [54])

(“L’importanza fondamentale di questa scoperta sta nel dimostrare la pos-
stbilita di aree limitate da linee curve che siano commensurabili con aree
limitate da linee rette. Il problema di “quadrare il cerchio” ha derivato il
suo grande fascino da questa scoperta.”)

Consiglio lottimo libro di Otto Toeplitz (The Calculus: A Genetic Approach, [54]), per un
approfondimento su questi temi della matematica greca e, piu in generale, per un’originale
presentazione del calcolo infinitesimale con una prospettiva storica. In particolare, per gli
argomenti qui trattati si veda il Capitolo 1, The nature of the infinite process.

8 Il termine quadratura aritmetica ¢ in Dijksteruis ([11], pag. 222), secondo cui la Proposizione
1 riduce la quadratura aritmetica del cerchio alla rettificazione aritmetica della circonferenza,
vale a dire permette di calcolare (in via teorica) I’area di un cerchio se si conosce la lunghezza
della circonferenza, e viceversa. Usando il simbolismo algebrico (ovviamente estraneo a
Archimede), abbiamo

1
CERCHIO = - CIRCONFERENZA X RAGGIO (216)
e quindi possiamo scrivere ’area A del cerchio come:

1
A:§27T7“><7‘=7T7“2

9 Come osserva Lucio Russo (La rivoluzione dimenticata. Il pensiero scientifico greco e la
scienza moderna, [47]):
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Le proposizioni che compongono gli Elementi di Fuclide sono di due tipi:
teoremi (Onwpéuata) e problemi (npoPAfuata). L’enunciato di un teorema
consiste nell’affermazione che determinate proprieta ne implicano altre ed é
sequito dalla dimostrazione. L’enunciato di un problema é invece la richiesta
di costruire una figura geometrica con proprietd assegnate ed € sequito prima
dalla costruzione della figura e poi dalla dimostrazione che la figura cosi
costruita effettivamente soddisfa le proprietd richieste. [...] Euclide non
distingue © due tipi di proposizioni con questi termini, ma la distinzione é
chiara dalla formula con cui la dimostrazione si chiude, che nel caso dei
teoremi é “come si doveva dimostrare” (énep €del d€i€oun) e nell’altro “come
si doveva fare” (8nep €del moifioan).  (Lucio Russo, [47], pag. 61.)

Con questa distinzione terminologica, la Proposizione 1 di Archimede si deve considerare come
I’enunciato di un teorema - con una dimostrazione per assurdo, senza carattere costruttivo -,
non come ’enunciato di un problema risolto mediante la costruzione di una figura con riga e
compasso.

10 Nel 1892 Ferdinand von Lindemann dimostro che 7 & un numero trascendente, cioé non &
radice di alcuna equazione algebrica a coefficienti interi. Come conseguenza della trascendenza
di 7, si € potuto infine dimostrare che la quadratura del cerchio con riga e compasso é
impossibile.

11 Per rettificazione della circonferenza con riga e compasso si intende, ovviamente, una
costruzione geometrica che, dato il raggio di una circonferenza e con 'uso solo di riga e
compasso (cioe, prendendo in considerazione solo rette e cerchi), permetta di disegnare un
segmento che sia lungo quanto la circonferenza fissata.

Spieghiamo perché, dai risultati di Archimede nella Misura del Cerchio, segue 1’equivalenza
dei due seguenti problemi (che nel 1892 furono dimostrati essere entrambi impossibili):

Un cerchio si puo quadrare con riga e compasso se, e solo se, una circonferenza si puo
rettificare con riga e compasso.

Come discuteremo pit avanti (si vedano i commenti alla successiva Proposizione 2), i risultati
della Misura del Cerchio mostrano come (notazioni a parte) Archimede fosse a conoscenza

del fatto che
CERCHIO CIRCONFERENZA

QUADRATO SUL RAGGIO  DIAMETRO

(=m)

Con le notazioni moderne, scriviamo allora che I'area del cerchio di raggio r & 7r? e la
lunghezza della circonferenza & 2xr.

a) Supponiamo che esista una costruzione con riga e compasso che rettifichi la circonferenza
di un cerchio di raggio assegnato, cioe che produca un segmento che abbia la stessa lunghezza
della circonferenza, ossia 27r. Possiamo allora considerare il rettangolo di dimensioni r e
7r. Allora, per la costruzione in Euclide, Elementi, Libro 11, Proposizione 14 (“costruire un
quadrato uguale a una figura rettilinea data,” cioé costruire, con riga e compasso, un quadrato
equivalente a un poligono), possiamo costruire il quadrato equivalente a tale rettangolo. Per
la Proposizione 1 in Archimede, Misura del Cerchio, il quadrato cosi costruito avra la stessa
area del cerchio. Ne segue che se la circonferenza di un cerchio si puo rettificare, allora il
cerchio stesso si puo quadrare.

b) Viceversa, supponiamo che esista una costruzione, con riga e compassso, per la quadratura
di un cerchio di assegnato raggio r. Per la Proposizione 1 in Archimede, Misura del Cerchio,
questa costruzione produrra un quadrato di area 2. Utilizziamo la costruzione descritta in
Euclide, Libro VI, Proposizione 12, che risolve il problema: “Date tre rette, trovare la quarta
proporzionale dopo di esse.” Cioe, dati tre segmenti A, B, C', possiamo costruire un quarto
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segmento X che soddisfi
A:B=C:X

Prendiamo A = %’I" e B=C =/, dove { ¢ il lato del quadrato costruito, equivalente al cerchio.
Con questa scelta di A, B, C il segmento quarto proporzionale X soddisfa %TX = 7r? (uguale
all’area del cerchio) e quindi, per la Proposizione 1, abbiamo costruito il segmento X = 27r
uguale alla circonferenza. Dunque, se il cerchio puo essere quadrato, anche la circonferenza
puo essere rettificata.

12 11 teorema che afferma che due cerchi qualunque stanno tra loro come i quadrati dei
rispettivi diametri ¢ generalmente attribuito a Eudosso, 'ideatore del metodo di esaustione.
La dimostrazione, basata su tale metodo, si trova in Euclide, Elementi, libro XII, Proposizione
2.

13 Durante il Medioevo, la conclusione di Archimede ¢ stata spesso fraintesa, perché si ¢

pensato che il valore del rapporto tra circonferenza e diametro fosse esattamente dato da
31/7.

14 La rappresentazione decimale di 3 + %) presenta un periodo di lunghezza 35,

1
3+ 7—(1) = 3,14084507042253521126760563380281690

La rappresentazione decimale della frazione 3 4+ 1/7 ¢

3.142857

Ovviamente, i greci non usavano le odierne rappresentazioni dei numeri in una base fissata.
Nella valutazione di rapporti tra grandezze, i greci ricorrevano a tecniche, con un interessante
carattere ‘intrinseco’ (cioe, come diremmo nel linguaggio odierno, indipendenti dalla scelta
della base della rappresentazione), basate sulle divisioni successive, vicine a quelle delle
frazioni continue (si veda il paragrafo 6.3).

15 Nella Misura del Cerchio, il fatto che la circonferenza sia minore del perimetro di ogni
poligono circoscritto e maggiore del perimetro di ogni poligono inscritto € assunto tacitamente.
Nel trattato Sulla Sfera e il Cilindro la questione viene affrontata in modo teorico piu generale
e dedotta da assiomi specifici. Si veda il paragrafo 5.1

16 1l teorema della bisettrice, applicato al triangolo EZT e alla bisettrice EH, dice che vale
I'uguaglianza
T r
- 217
ln - l2n l2n ( )
Moltiplicando per 1 — lf—" si ottiene la (8). Nel testo, Archimede ricava questo risultato dalla
proporzione

Tn @ (ln — lgn) =r:lyy, (218)

applicando le proprieta del comporre e del permutare.

17 Per il teorema della bisettrice, applicato al triangolo ABT', si ha

2r/d,, = (s, — BZ)/BZ (219)
Ne segue
2r +d, 2r
= 22
Sn s, — BZ (220)
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Poiché i triangoli rettangoli AHT' e I'H Z sono simili, vale 'uguaglianza

2r dgn
— = 221
s, — BZ 2n (221)
Pertanto, dall'uguaglianza (220) segue
2r + d,, . don,
Sn B San
cioe
Von = 611 + Tn

che ¢ la (16).

18 A questo scopo, sono diponibili ottimi riferimenti generali, tra i quali Dijksterhuis [11],
Heath [24], Hofmann [30] e Hultsch [31].

19 Le dimostrazioni dei teoremi citati (contenute nel trattato Sulla Sfera e il Cilindro, Ilepl
Sepoiipoc xol xuAivdpou), fondate su una catena di una trentina di lemmi, sono lunghe e
impegnative. Per approfondimenti, si vedano L. Russo [48], E. J. Dijksterhuis [11], il trattato
di Archimede tradotto e annotato da C. Mugler[2] e le opere di Archimede curate da T.
Heath [24] o da A. Fraiese [20].

20 Letteralmente: del massimo cerchio tra quelli nella stessa (sfera).
21 Letteralmente: uguale al cerchio massimo tra quelli nella sfera.

22 Per dare un altro esempio di risultato espresso in forma geometrica, citiamo la Proposizione
14 dello stesso trattato Sulla Sfera e il Clindro I, che afferma:

La superficie laterale di un cono (la superficie, esclusa la base) é uguale a
quella di un cerchio il cui raggio sia medio proporzionale tra il raggio del
cerchio di base del cono e il suo lato obliquo.

Detto r il raggio di base e £ il lato obliquo, il medio proporzionale tra r e £ & v/r{. Dunque,

2
in formule, la superficie laterale del cono e 7 (\/ M) , cioe 7rl.

23 Nel 75 a.C. Cicerone assunse 'incarico di questore in Sicilia, presso la sede di Lilybaeum
(Marsala). Una trentina di anni dopo, scrivendo le Tusculanae Disputationes, cosi ricorda la
sua scoperta della tomba di Archimede:

“Di lui [Archimede] io, da questore, andai a esplorare la tomba, ignorata dai Siracusani, in
quanto negavano assolutamente che ci fosse, [una tomba/ circondata da ogni parte e ricoperta
da rovi e cespugli. Infatti, ricordavo alcuni brevi senari che avevo saputo che erano stati
scritti sul suo monumento, i quali dichiaravano che in cima al sepolcro era collocata una sfera
con un cilindro. Quindi, mentre li passavo in rassegna tutti con lo squardo (c’é infatti presso
la porta Agrigentina un gran numero di sepolcri), notai una colonnina che sporgeva non
molto dai cespugli, nella quale si trovava la figura di una sfera e di un cilindro. E io subito
ai Siracusani (ed erano con i personaggi pit importanti) dissi di ritenere che proprio quello
fosse cio che cercavo. Molti [operai] mandati avanti con falci ripulirono e resero accessibile
il luogo; ed essendovi stato aperto un passaggio, ci avvicinammo alla base che era rivolta
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verso di noi; appariva un epigramma quasi dimezzato, essendo state corrose le parti finali
dei brevi versi. Cosi la citta piu celebre della Grecia, un tempo in veritda anche la pit dotta,
avrebbe ignorato il monumento del suo cittadino di massimo genio, se non gliela avesse fatto
conoscere un uomo di Arpino.” (Cicerone, Tusculanae Disputationes, V, 23,64.)

“Cuius ego quaestor ignoratum ab Syracusanis, cum esse omnino negarent, saeptum undique
et vestitum vepribus et dumetis indagavi sepulcrum. Tenebam enim quosdam senariolos, quos
in etus monumento esse inscriptos acceperam, qui declarabant in summo sepulcro sphaeram
esse positam cum cylindro. Ego autem, cum omnia conlustrarem oculis (est enim ad portas
Agrigentinas magna frequentia sepulcrorum), animum adverti columellam non multum e
dumis eminentem, in qua inerat sphaerae figura et cylindri. Atque ego statim Syracusanis
(erant autem principes mecum) dizi me illud ipsum arbitrari esse quod quaererem. Inmissi
cum falcibus multi purgarunt et aperuerunt locum; quo cum patefactus esset aditus, ad
adversam basim accessimus; apparebat epigramma exesis posterioribus partibus versiculorum
dimidiatum fere. Ita nobilissima Graeciae civitas, quondam vero etiam doctissima, sui civis
unius acutissimi monumentum ignorasset, nisi ab homine Arpinati didicisset.”

“Cicerone questore in Sicilia scopre la tomba del grande Archimede.” (Tommaso De Vivo
(1790 ca.-1884), pittore attivo principalmente a Napoli. Certosa e Museo Nazionale di San
Martino, Napoli).

24 Mi sembra convincente I'osservazione di Attilio Frajese ([20], pag. 70): il rapporto 2 : 3 & cosi
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semplice da esprimere qualcosa di piu della commensurabilita. Pertanto Frajese preferisce
mantenere il termine suggestivo simmetria, e io ’ho seguito in questa scelta. Anche Mugler,
[2], non usa esplicitamente il termine ‘commensurabilita’ e traduce: “ne s’étant apercu que
les mesures de ces figures sont comparables” (non essendosi accorti che le misure di queste
figure sono confrontabili). In conclusione:

Se per misurare la sfera si sceglie il cilindro - se sfera e cilindro si ‘commisurano’- si scopre
che sussiste una simmetria semplice e sorprendente: la sfera sta al cilindro come 2 : 3, sia
come volume sia come superficie.

Ignoro se nella valutazione di questa armonia di rapporti si possano riverberare le conoscenze
che i greci avevano nel campo della musica. (Si pensi alla scuola pitagorica). Ad esempio,
se le lunghezze di due corde che vibrano stanno tra loro nel rapporto 1:2,2:3 03 :4,il
suono della corda piu breve ¢ piu alto rispettivamente di un’ottava, una quinta e una quarta
rispetto al suono dell’altra corda.

25 In questo contesto, affermare che il cerchio ¢ ‘uguale’ (icoc) a un triangolo significa che
le due figure hanno la stessa estensione (la stessa area). Oggi noi diremmo che sono figure
equivalenti.

26 1l testo greco € un po’ involuto, ma il significato € chiaro:
Ogni cerchio é equivalente a un triangolo rettangolo, nel quale un cateto € uguale al raggio e
Ualtro cateto € uguale alla circonferenza del cerchio.
In un cerchio, il segmento dal centro (, €x toD xévtpou) & il raggio. In un triangolo rettangolo,
i lati che sono attorno all’angolo retto (nepl 6pdAv) (ciog, che delimitano 'angolo retto) sono
i cateti.

27 11 cerchio viene qui designato mediante un quadrato ABT'A in esso inscritto.

28 La Proposizione 1 & dimostrata con il cosiddetto metodo di esaustione. Si utilizzano due
lemmi, che per comodita riportiamo qui sotto (senza dimostrazione). Per le dimostrazioni di
questi lemmi e approfondimenti sulla Proposizione 1, si veda il paragrafo 3.

(A) Lemma A (Poligoni inscritti) Dato un cerchio C, fissiamo una qualunque area D.
Denotiamo con Pan 1 poligoni regolari con 2™ lati, inscritti nel cerchio. Allora, per tutti
gli n sufficientemente grandi si ha

AREA(C) — AREA(Pyn) < D (222)
(Cioé: per ogni area D esiste un intero ng tale che, per ogni intero n > ng, si ha:

AREA(C') — AREA(Pon) < D.)

(B) Lemma B (Poligoni circoscritti) Dato un cerchio C, fissiamo una qualunque area D.
Denotiamo P, i poligoni regolari con 2™ lati, circoscritti al cerchio. Allora, per tutti gli
m sufficientemente grandi si ha

AREA(Pjm) — AREA(C) < D (223)

La differenza Pj,. — C si puo rendere piccola quanto si vuole, pur di prendere n abbastanza
grande.
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(a) La figura tratteggiata (somma di 4 (b) La figura tratteggiata (somma di 8 seg-
segmenti circolari) é la differenza C'— Py menti circolari) & l'eccesso C' — Py di C
tra il cerchio e il quadrato inscritto. rispetto all’ottagono regolare Py inscritto.

La differenza C' — Py» si puo rendere piccola quanto si vuole, pur di prendere n abbastanza
grande.

(a) P} — C. (b) P, —C

29 Si deve dimostrare che il cerchio C' € uguale al triangolo rettangolo £ che ha come base
la circonferenza e come altezza il raggio. Si tratta allora di dimostrare che non puo essere
né C > E, né C < E. Supponiamo dapprima che sia maggiore il cerchio (€otw peilowv 6
x0xhoc), cioe che si abbia C > E.

30 Se C > E, consideriamo la quantita C' — E, cioe la differenza per la quale il cerchio supera il
triangolo. Siinscriva il quadrato (di diagonale) AT (xol éyyeypdpdn 6 AT tetpdywvov) e poi
st dividano a metd gli archi (xol Tetpfodwoay ol nepupépeton diyar) tra due vertici consecutivi
del poligono. Procedendo in questo modo, prendiamo in considerazione successivamente i
poligoni regolari inscritti con 22, 23, 24,.., 2”,.. lati. Supponiamo ora che il numero n sia
sufficientemente elevato, in modo tale che si abbia

C—Pm<C—E (224)

Supponiamo dunque che i segmenti (circolari che sommati insieme costituiscono C' — Pan)
stano minori della differenza (data da C' — E) per la quale il cerchio supera il triangolo (xai
gotw t& Twhuata 70N Ehacoova Tiic Unepoyfic, i Unepeyel 6 xdxdhoc tol Tprydvou). 11 fatto
che valga la disuguaglianza (224) per tutti gli n sufficientemente grandi ¢ assicurato dal
Lemma A della nota precedente: basta prendere D = C — E.

31 Se n ¢ sufficientemente grande, dalla disuguaglianza (224) segue segue subito che

Py > E (225)
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e quindi il poligono regolare inscritto Py« sara maggiore del triangolo E. (Ma questo &
assurdo, come sara dimostrato nel periodo successivo.)

32 1l poligono regolare inscritto Pen € uguale a (ha la stessa area di) un triangolo che ha
come base e relativa altezza, rispettivamente, il perimetro del poligono e il suo apotema (il
segmento condotto dal centro del cerchio ortogonalmente a un lato del poligono). Quindi
I'area di Py» ¢ data da

1
Pon = 3 (PERIMETRO DI Psn) X (APOTEMA DI Pon)
D’altra parte, ’area del triangolo E e data da
1
E= 3 (CIRCONFERENZA) X (RAGGIO)

Poiché
(PERIMETRO DI P3n) < CIRCONFERENZA e APOTEMA DI Pyn < RAGGIO,
I'area di Py» € minore dell’area di E:
Pon < E (226)

Ma abbiamo gia dimostrato che Pon > E (si veda la (225)). In definitva, l'ipotesi C > E
porta a un assurdo.

33 1l termine d&rvomov significa letteralmente ‘che non ha luogo’; ossia, ‘assurdo’, ‘impossibile’.

34 Abbiamo gia dimostrato che non puo essere C' > F, perché questa ipotesi porta a un assurdo.
Supponiamo allora che sia C' < E. Consideriamo i poligoni regolari circoscritti al cerchio.
Dapprima si inscriva il quadrato (xol tepryeypdpden to tetpdywvov); poi si dividano gli archi
in due parti uguali (ol tetuiotwooy ol tepupépelon diya) e si traccino le tangenti nei punti
di divisione. Si otterra cosi 'ottagono regolare circoscritto. Procedendo in questo modo,
consideriamo successivamente i poligoni regolari circoscritti al cerchio, con un numero di lati
pari a 22, 23, 2% eccetera.

35 L’angolo ZOAP é retto perché la retta IIP tangente al cerchio nel punto A é perpendicolare
al raggio NA (Fig:24. In questa figura, tratta da Heiberg [26], si usano lettere maiuscole
dell’alfabeto greco. In particolare, P & la forma maiuscola di p (rho).)

36 Nel triangolo OAP, rettangolo in A, si ha OP > PA, perché I'ipotenusa ¢ maggiore di un
cateto. Inoltre, PA = PM, in quanto segmenti di rette tangenti al cerchio mandate dallo
stesso punto esterno P. Pertanto, OP > PM.

37 Dimostriamo che: il triangolo POII é pertanto maggiore della meta della figura OZ AM.
(to POII tpiywvov dpo ol OZAM oyfipatog ueildv Eotv 1) 10 Hou).
In questo passo, il termine figura (oyfjue) OZAM denota il quadrilatero mistilineo il cui
bordo ¢ costituito dai due segmenti rettilinei OM, OZ e dai due archi di circonferenza AZ e
AM.
Anzitutto, dimostriamo che il triangolo OAP & maggiore del triangolo PAM. Infatti, la base
OP del primo triangolo ¢ maggiore della base PM del secondo (come gia dimostrato nella
nota precedente), mentre le relative altezze sono uguali. Pertanto, per I'evidente simmetria
della figura, valgono le seguenti disuguaglianze tra triangoli (a contorni rettilinei):

OAP > %OAM, OATI > %OAZ
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Figura 24: Cerchio con poligoni inscritti e circoscritti.

Sommando membro a membro, vediamo allora che il triangolo POIl = OAP + OAII &
maggiore della meta del quadrilatero a contorni rettilinei OZAM:

IIOP = OAP + OAIl > % (OAM + OAZ) = % OZAM (227)

Consideriamo ora il quadrilatero a bordo mistilineo OZ AM il cui bordo include i due archi
di circonferenza AZ e AM (e non i due segmenti AZ ¢ AM). Poiché OZAM & una parte di
OZAM, si ha OZAM > OZAM. Quindi, dalla disuguaglianza (227) segue

1
IOP > B OZAM (OZAM: Figura con bordo mistilineo.) (228)

come volevamo dimostrare.

38 I segmenti simili al segmento IIZA (ol 16 IIZA topel dpotot ) costituiscono, sommati insieme,
la figura Pj. — C, cio¢ la parte del poligono regolare circoscritto Py. (con 2" lati) che &
esterna al cerchio C'. Lo scopo di questo paragrafo - che richiede la conoscenza di alcuni
concetti di geometria esposti negli Elementi di Euclide (si veda anche il paragrafo 3.1) - & di
dimostrare che esiste un intero n per il quale la figura Pj, — C' & minore della differenza,
per la quale E supera il cerchio ABT'A (tfic Unepoyfic, fi nepéyet 10 E 100 ABTA x0xhov).
Cioe, esiste un intero n > 2 per il quale

Py, —C<E-C (229)

La differenza Pj. — C si puo rendere piccola quanto si vuole, pur di prendere n abbastanza
grande.

11 testo di Archimede (o di chi per lui) & qui un po’ oscuro. Proviamo a ricostruire I’argo-
mentazione, che non & di facile comprensione, nel modo seguente. Scriviamo anzitutto il
risultato (228) in una forma piu espressiva. Detti P; e P} il quadrato e 'ottagono regolare
circoscritti, abbiamo

1 1
noP = = (P - Fy), OZAM = (P - C),
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(a) Py —C. (b) P, —C

Quindi, la (228) & equivalente a

1

Pi—P§>2

(P—0C) (230)

Inoltre, notiamo che
(Pi—=C)— (P —FP)=F-C (231)

Riassumiamo:

Se da P; — C' sottraiamo P; — P§, allora:

(a) La parte P; — P} sottratta da Py — C & piu della metd della stessa Py — C' (per la (230));
(b) La parte restante & P, — C (per la (231)).

Ora, con la stessa argomentazione, possiamo generalizzare il nostro risultato. Per ogni intero
positivo n > 2, chiamiamo PJ. il poligono regolare con 2" lati circoscritto al cerchio C.
Sottraiamo da Pj, — C la parte Pj, — Py,... Allora:

(a) La parte Py, — P}.;. che sottraiamo da Py, — C & pit della meta di Py, — C,
(b) La parte restante ¢ Py, — C:

(PQIn - C) - (PQIn - P2/n+l) == P2ln+1 - C (232)

Possiamo allora utilizzare la Proposizione 1 del Libro X degli Elementi di Euclide (per la cui
dimostrazione rimandiamo al paragrafo 3.1, o direttamente agli Elementi), che parafrasiamo
nel modo seguente:

PROPOSIZIONE 1 (Euclide, Elementi, Libro X) Fissate due grandezze (omogenee) disuguali
A e D, con A > D, operiamo nel modo sequente:

(1) Sottraiamo dalla grandezza A una parte che sia maggiore della sua metd;
(2) Dalla parte che resta, sottraiamo ancora una parte che sia maggiore della sua metd;

(8) Iteriamo il procedimento (cioé, applichiamolo successivamente nello stesso modo).

Allora, dopo un numero finito di passi, restera una grandezza che sard minore della pit
piccola, D, delle due grandezze fissate.

Prendiamo allora A = P; — C e D = E — C (si ricordi che stiamo supponendo E > C).
Sottraiamo da A = P; — C' la parte P; — P} (maggiore della sua meta); dalla parte restante
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P} — C sottraiamo la parte P{ — Pj; (maggiore della sua meta) eccetera. Allora, per la
precedente PROPOSIZIONE 1 di Euclide, esiste un intero n per il quale si avra

Py —C<E-C (233)

come si voleva dimostrare.

39 Abbiamo dimostrato che esiste un intero n per il quale si ha Py, — C < E — C. Di qui si
deduce subito che si deve avere Py, < E.

40 Abbiamo visto che I'ipotesi C < E implica che esiste un n per il quale si ha
Py, <E

Ma allora arriviamo subito a un assurdo. Infatti, per un (qualunque) poligono P’ circoscritto
al cerchio C' (in particolare, per P.) si deve sempre avere

P >FE

Infatti, P’ & uguale a un triangolo che ha come base il perimetro di P’ e come relativa altezza
il raggio N A, mentre il triangolo rettangolo E, per definizione, ha per cateti lo stesso raggio
N A e la circonferenza (rettificata), che & minore del perimetro di P’.

41 Riassumendo, abbiamo dimostrato che non puo essere né C' > E né C' < FE, perché entrambe
queste disuguaglianze conducono a un assurdo. Pertanto, concludiamo che C' = FE, come si
voleva dimostrare.
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Note al testo della Proposizione 2

42 Per seguire la dimostrazione della Proposizione 2 si deve osservare, anzitutto, che essa
presuppone entrambe le Proposizioni 1 e 3. Detto altrimenti, 'ordine delle proposizioni €,
dal punto di vista logico, sbagliato: le proposizioni 2 e 3 andrebbero scambiate tra loro.

I tre triangoli rettangoli AT'A, AT'E e AI'Z hanno in comune, per costruzione, il cateto AT,
uguale al raggio. Gli altri cateti sono, rispettivamente: il diametro I'A; il triplo del diametro,

I'E =3TA,; il segmento EZ = %FA. Pertanto, i triangoli in questione soddisfano:

ATE =3 ATA AEZ = ;AFA

Allora, AT'Z sta a AT'A come 22 a 7. Infatti,

AT'Z _ ATE+ AEZ :3+1:§
ATA AT'A T 7
r A __F
J /,
A g
H

(234)

(235)

43 Tl quadrato la cui diagonale ¢ I'H ha come lato il diametro AB del cerchio. Pertanto ¢ il
quadruplo del triangolo rettangolo AI'A, che € uguale al quadrato costruito sul raggio del

cerchio.

44 11 triangolo AT'AZ non & uguale al cerchio, come si afferma nel testo, ma approssima il

cerchio per eccesso. (Si veda la prossima nota.)

45 Nella successiva Proposizione 3, sara dimostrato che

1
CIRCONFERENZA ~ <3 + 7> DIAMETRO

(236)

Quest’ultima scrittura deve essere intesa come una approssimazione dall’alto della circonfe-
renza. Del resto, la precedente Proposizione 1 afferma che il cerchio € uguale a un triangolo
rettangolo che ha come cateti il raggio e la circonferenza. Quindi, il triangolo rettangolo
AT'Z, i cui cateti sono il raggio AT e (3 4+ 1) DIAMETRO, approssima (dall’alto) il cerchio:

1 1
TRIANGOLO AI'Z = §RAGGIO X <3 + 7> DIAMETRO

1
~ §RAGGIO X CIRCONFERENZA

= CERCHIO
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Si conclude allora che il triangolo AT'Z (pur non essendo esattamente uguale al cerchio) ¢

un’approssimazione per eccesso del cerchio.

46 Secondo Heiberg ([26] pag. 237), tutto il testo greco tra parentesi quadre: [¢rel ...

oeLy 0

oetou], & assai confuso e non si deve attribuire ad Archimede, ma a un trascrittore (forse

responsabile anche dell’inversione dell’ordine delle Proposizioni 2 e 3).

47 Riassumiamo 'argomentazione. Abbiamo dimostrato che

CERCHIO ~ AI'Z = <3+ 1) AT A
~— 7

“_»

(237)

(La scrittura corretta & ovviamente: CERCHIO < AT'Z = ( + ) I'A, ma nel testo si

usa il termine “uguale” cioe si afferma: CERCHIO = ATl
ovviamente (si veda la figura)

QUADRATO SUL DIAMETRO = 4 AT'A

Concludiamo allora che

CERCHIO _ (3+4) ATA 11
QUADRATO SUL DIAMETRO 4ATA 14

Nel testo, invece della precedente disuguaglianza, si asserisce 'uguaglianza:

CERCHIO ., B+ Aara 11

“

QUADRATO SUL DIAMETRO \Z-/ 4 ATA T 14

Si noti che, nel linguaggio moderno,

CERCHIO o
QUADRATO SUL DIAMETRO 4

e la differenza tra =0.785714.. ¢ T = 0.78539.. & minore di 10~3.

%) AT'A) Inoltre, si ha

(238)

(239)

(240)

In questa Proposzzwne 2, un aspetto concettualmente importante ¢ il seguente: la costante
7 (approssimata per eccesso nella (successiva) Proposizione 3 come (3 + %)) e considerata
come rapporto tra due lunghezze (la circonferenza e il diametro), viene qui considerata
come rapporto tra estensioni: precisamente, come rapporto tra il cerchio (approssimato dal
triangolo AT'Z) e il quadrato avente come lato il raggio AT (uguale al triangolo AT'A).
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Note al testo della Proposizione 3

48 Con ‘perimetro del cerchio’ (tol x0xhov nepipetpoc), oppure ‘periferia del cerchio’, si intende

la circonferenza.

49 Dunque, ’enunciato di questa Proposizione 3 si puo trascrivere nel modo seguente:

10 1
3 Diametro + 1 Diametro < Circonferenza < 3 Diametro + = Diametro

Ovvero, in termini di rapporti:

3 10 < Circonferenza <34 1
71 Diametro 7

50 Nel triangolo rettangolo I'EZ, con I’angolo ZEI" uguale a un terzo di angolo retto, I'ipotenusa

EZ ¢ doppia del cateto minore ZI'.

Dunque l'ipotenusa EZ sta al cateto minore ZI' come 306 : 153, ossia come 2 : 1. Il rapporto
2 : 1 viene qui scritto come 306 : 153 perché Archimede approssima dal basso il rapporto tra
il cateto maggiore I'E e il cateto minore I'Z (cio¢, approssima dal basso v/3) con la frazione
265/153:

265
153

Nel testo della Misura del Cerchio non si trovano cenni ai metodi seguiti da Archimede
per calcolare approssimazioni delle radici quadrate (dall’alto o dal basso, a seconda della
necessita; in questo caso, per approssimare v/3 dal basso). Per possibili motivazioni della
disuguaglianza (241) si veda la (149) del paragrafo (6.2).

TE/TZ = tang =V3> (241)

51 Qui si utilizza il teorema della bisettrice (Euclide, Elementi, Libro VI, Proposizione 3), al

quale Archimede fara ricorso piu volte nel seguito:
In un qualunque triangolo ABC, chiamiamo M il punto in cui la bisettrice dell’angolo in A

interseca il lato BC. Allora: AB: AC = BM : MC
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Per dimostrare questo teorema, si tracci la parallela a AM passante per C' e si denoti D la
sua intersezione con la retta BA. Abbiamo:

(i) LACD = LM AC, perché angoli alterni interni (rispetto alle rette parallele M A e CD
tagliate dalla secante AC);

(ii) ZADC = ZBAM (= ZM AC), in quanto angoli corrispondenti rispetto alle rette parallele
MA e CD tagliate dalla secante BA.

Pertanto i due angoli ZACD e ZADC sono uguali tra loro, perché entrambi uguali a ZM AC.
Il triangolo ABC' & dunque isoscele: AD = AC'. Ora, per il teorema di Talete, abbiamo

AB:AD = BM : MC.
Poiché AD = AC, sostituendo nell’ultima proporzione otteniamo la tesi:

AB : AC =BM : MC

52 L’espressione (tra parentesi, nel testo greco di Heiberg) xoi évodhdg xol cuvdévti, ‘per-
mutando e componendo’ (che si riferisce alle proprieta del permutare e del comporre nelle
proporzioni) si riferisce al contenuto del periodo successivo (si veda la nota seguente). Anche
questo dettaglio, come il verosimile scambio nell’ordine dei teoremi (infatti, il secondo teore-
ma della Misura del Cerchio presuppone il terzo) mostra come il testo che ci & pervenuto sia
verosimilmente corrotto.

53 Ricordiamo le proprieta delle proporzioni che verranno utilizzate nel seguito. Dalla propor-
zione a : b= c: d (dove a,b,c,d sono grandezze omogenee, nel nostro caso quattro segmenti)
si deducono le proporzioni seguenti:

(1) Per la proprieta del comporre (componendo, cuvdévtt),

(a+b):b=(c+d):d
(2) Per la proprieta del permutare (permutando, &vedAdZ),
a:c=b:d

Ora, per il teorema della bisettrice applicato al triangolo 'EZ (meta di un triangolo
equilatero),
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abbiamo ZE : ET' = ZH : HI". Applicando la proprieta del comporre (componendo) si ha
(ZE 4+ ET) : EI' = (ZH + HT) : HT
ovvero (essendo ZH + HI' = ZI)
(ZE+El):E=ZT:HD
Permutando, otteniamo

(ZE + TE) : ZI' = ET' : TH

ossia,
ET ZE TE
TH~ 20 T 7T (242)
Quindi,
EL _ZE4TE _ZE TE _, 265 5T (243)
rH 7zt  ZU'  Zr 153 153

perché ZE/ZT =2e TE/ZT > 265/153 (si veda (241)).

54 duvdpet, ‘al quadrato’ Se AB & un segmento, AB Suvdyel significa: il quadrato di lato AB.
Quindi, qui si intenda: Il quadrato costruito su EH sta al quadrato costruito su HI' come
349.450 sta a 23.409. Invece, per denotare il rapporto di EH a HT come segmenti (e non
il rapporto dei rispettivi quadrati) viene qui usata l’espressione: ‘H EH &po npoc HI' prxet.
EH sta a HT in lunghezza (uxel).

55 Per il teorema di Pitagora,
EH? = HT? 4 BEI?

Possiamo allora calcolare (o meglio, approssimare, in questo caso dal basso) il rapporto tra il
quadrato di lato FH e il quadrato di lato HI', nel modo seguente. Poiché

ET _ 571
(come si € visto in (243)), abbiamo
EH?  HT?+ ET? - 1532 + 5712 349.450  349.450 (245)
HT?2 ~  HI? 1532 1532 23.409

56 Partiamo dalla disuguaglianza (245). Nel testo si fornisce, sena spiegazioni, ’approssimazione
dal basso

1
Vv 349.450 > 591 + 3 (246)
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(Per una possibile motivazione, si vedano i calcoli dopo la (158).) Quest’ultima approssima-
zione e la disuguaglianza (245)

EH? _ 349450 _ 349.450
HI?2 ~ 23409 1532

danno allora
EH _ /349450 _ 591 + g

> >
HT' ~ 1/23.409 153

Nel testo che ci ¢ pervenuto, le stime approssimate (dal basso o dall’alto) sono spesso
presentate come uguaglianze. Ad esempio, nel caso in esame, al posto della disuguaglianza
corretta (247), nel testo & scritto che EH e HI stanno tra loro come 591% a 153. (il che, a
rigore, non & corretto).

(247)

57 Finora abbiamo visto il caso dei poligoni regolari di 6 e 12 lati. Passiamo ora al poligono
regolare circoscritto di 24 lati. Usando ancora il teorema della bisettrice, otteniamo:

ET ET EH

re ~TH ' TH (248)
Dalle precedenti maggiorazioni (243) e (247)) ricaviamo allora:
ET EU  EH _ 571 59143 11624 3
I'e TH TH 153 153 153

58 Per il teorema di Pitagora, otteniamo (come in (245); basta sostituire H al posto di Z e ©
al posto di H):

EO? _OI”+ BI? (11624 3)° +153° _ 1.373.943 4 §
er:z  er? 1532 a 1533

(250)

L’approssimazione dal basso scelta da Archimede (si veda una giustificazione dopo la (161))

b
/ 33 1
1.373.943 + = > 1172 + - 251
+ 8 > + 3 (251)

BO _ 1172+ 5
er 153

Da (250) segue allora
(252)

59 Con la stessa argomentazione con cui si e ricavata 'uguaglianza (242), e tenendo conto delle
ultime disuguaglianze (249) e (252), abbiamo:

EI TE  EO© 1162+ +1172+§ 2334+

=/ -4~ 2
TK T6 Te 153 153 153 (253)
60 Ragionando come nei casi precedenti, per il teorema di Pitagora, abbiamo:
EK? B KI? + ET? (2334 + i)Q + 1532 5472132+ % (254)

rK? K2 1532 1532

L’approssimazione dal basso della radice quadrata e

/ 1 1
5.472.132 + — > 2339+ — 255
+ 16 > + 1 (255)
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Da (254) segue allora
EK _ 2339+ 1

o8 9
TK ~ 153 (256)

61 Iterando il procedimento gia seguito pit volte e tenendo conto di (253) e (256), otteniamo:

ET FEU  EK _ 2334+1 233941 4673+ 3
=i + = (257)
A TK TK 153 153 153

62 ZZET = 5: £ANGOLO RETTO = ;¢ ANGOLO RETTO.
63 Si ricordi che con AT si & denotato il diametro della circonferenza e con ET il raggio.

64 Il perimetro del poligono regolare circoscritto di 96 lati e

96 x (2I'A) (258)
Dall’'uguaglianza (257),
ET _ 4673+ 1
- > 2 2
TA ~ 153 (259)
segue allora:
DIAMETRO DEL CERCHIO __2B0 4673+ 3 4673+ 3 (260)
PERIMETRO DEL 96-GONO CIRCOSCRITTO 96 x (2I'A) ~ 96 x 153 14688

65 Questo significa che vale 'uguaglianza

1 1
M%8:3(%m+2>+<%7+2) (261)
con
667+ = < = (4673 + - (262)
2 57 2

66 Dall’equazione (260), passando ai reciproci, ricaviamo

PERIMETRO DEL 96-GONO CIRCOSCRITTO < 14688
DIAMETRO DEL CERCHIO 4673 + 3

3 (4673 + 3) + (667 + 3)

4673 + 3
3(4673 + 3) + + (4673 + 3)
4673 + 1
—34 1
T

Secondo alcuni studiosi (tra gli altri, Loria [37] e Thompson [53]) Archimede avrebbe calcolato
le approssimazioni mediante divisioni successive, con una tecnica che si ritrova negli sviluppi
delle frazioni continue (si veda [53]). A titolo di esempio, vediamo come questo metodo possa
fornire, nel caso in esame, le approssimazioni trovate da Archimede:
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14688 29376 1 1
4673+ 1 9347 + 2 t7 (263)
* 1335
Riassumendo, abbiamo dimostrato:
PERIMETRO DEL 96-GONO CIRCOSCRITTO 1
! <34 (264)
DIAMETRO DEL CERCHIO 7

67 In conclusione,

CIRCONFERENZA  PERIMETRO DEL 96-GONO CIRCOSCRITTO 1
< <3+ = (265)
DIAMETRO DIAMETRO 7

68 Detto AT il diametro della circonferenza, poniamo BT uguale al lato dell’esagono regolare
inscritto. Il triangolo rettangolo BAI ha gli angoli acuti di 30 e 60 gradi. Pertanto,

A AT

B
r V3

A BT

r E A
Figura: BI' e HI sono lati dei poligoni regolari inscritti di 6 e 12 lati.

Ora Archimede usa (senza spiegazioni, nel testo pervenuto) I'approssimazione dall’alto:

1351
o 2
V3 < %0 (266)

Per motivare la (266), si veda la (149). In conclusione,

AB 1351 AT' 1560
=3) =

Br( <780 B~ 780 "2 (267)

69 Si ha
/BAH = /HT'B

perché angoli alla circonferenza che insistono sullo stesso arco HB, e

/BAH = /HAT
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perché, per costruzione, AH ¢ bisettrice di ZBAT". Di conseguenza,
/HI'B = ZHAT (268)

perché questi ultimi due angoli sono entrambi uguali a /BAH.

70 L’angolo AHT é retto perché inscritto in una semicirconferenza.

71 Per 'uguaglianza (268), i triangoli rettangoli AHT e T'HZ hanno una coppia di angoli acuti
uguali:
/HTZ = /ZHAT (269)

e quindi sono simili. Dunque,

AH :HT =TH:HZ = AT : TZ (270)

72 Per il teorema della bisettrice (Euclide, Elementi, libro VI, Prop.3) applicato al triangolo
I'AB, abbiamo
AT':TZ =BA:BZ (271)

Da questa proporzione deduciamo successivamente:

Permutando: Al':BA=TZ:BZ
Componendo: (AT + BA): TZ+BZ)=ATl":TZ
—_———
= BT
Poiché AH : HT = AT : T'Z (per (270)): (BA+ AT"): BT = AH : HT

Cosi ¢ dimostrato quanto ¢ scritto nel testo, cio¢ che la somma BA + AT' (cuvapgdtepoc 1
BAT) sta a BT (rpoc BT') come AH a HT:

BA+ AT AH

— 272
BT HT (272)
73 Infatti,
AH BA+ AT
-_— = Per (272
BA AT
= 4
BI' BT
1371 2911
2= Per (2
780 T °7 780 (Per (267))
Dunque
AH 2911
el —— 273
AT = 780 (273)
74 Dal teorema di Pitagora applicato al triangolo rettangolo H AT,
AT? =TH? + AH?, (274)

119



segue

Ar\®  TH?+ AH?
rH) I'H?

o (ARY
N 'H

1t <2798101> (per (273))

7802 + 29112
7802
9082321
7802

r E A

Figura: BT e HT sono lati dei poligoni regolari inscritti di 6 e 12 lati.

Quindi,
AT < V9082321
'H 780

Ora Archimede approssima dall’alto /9082321 con 3013%%:

(275)

1 1
V9082321 < 3013 + 3 + 1 (276)

(Si veda la (166).) Pertanto, abbiamo infine

Al 3013+ 141

AL 9
TH S 780 (277)

Secondo alcuni autori, Archimede avrebbe ricavato la sua approssimazione dall’alto (276)
della radice quadrata di 9082321 (e di altre radici quadrate) usando il cosiddetto metodo
babilonese, che ora richiamiamo brevemente (si veda ad esempio Heath [24], pag.lxxxii, e
Dijksteruis [11]). Si supponga di dover calcolare la radice quadrata di un numero y che non
sia un quadrato perfetto. Scriviamo y come

y=a’>+b

(a,b interi positvi) dove a? & il massimo quadrato perfetto che non supera y. Allora (come si
vede facilmente)
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<\/a2+b<a+i (278)

b
20+1 2a

In modo analogo, se si scrive y = a? — b, dove a? & il pill piccolo quadrato perfetto che supera
1y, valgono le approssimazioni:

a—+

<\/@2—b<a—i (279)

2a

T o1

Nel nostro caso, scriviamo y = 9082321 come a? + b (Heath [24] fa un calcolo simile, ma
basato sulle disuguaglianze (279)). Si trova facilmente che il massimo quadrato perfetto che
non supera y ¢ 30132 = 9078169. Dunque, a = 3013 e b = y — 30132 = 4152:

9082321 = 30132 + 4152 = a®> + b

Pertanto, utilizzando la (278) e opportune divisioni successive, otteniamo:

4152
V9082321 1 —_—
9082321 < 30 3+2><3()13

3013 + 1139
2 x 3013
1 1139

3013+ = + —2°
< SIS o 5026

< 3013 +

1 1
30134 = 4 ———
<08t ot G026 /1139

1 1
1 4z
<303+2+5

1 1

<3013+ =+~
+ 2 + 4

In questo modo si ritrova la (276). Quanto alla scelta dell’approssimazione 3013 + % + i,

invece della piu accurata 3013 + % + %, si pud congetturare (Heath [24], pag.lxxxii) che

Archimede, per convenienza nel fare i conti, preferisca utilizzare le frazioni del tipo QL, con

denominatori uguali a potenze di 2.

75 Dimostriamo che

A6 _ 592411
er 740

Ragioniamo esattamente come nel caso precedente: invece del triangolo BAT e della bisettrice

AH, ora consideriamo il triangolo H AT e la bisettrice AH. Si trattera di riscrivere le formule

precedenti, sostituendo B, H rispettivamente con H,O. Allora, al posto della uguaglianza
(272), abbiamo

HA+ AT A©

HT  er

Allora, ricordando le disuguaglianze (273) e (277) che qui riscriviamo,

(280)

AH _ 2011 £<3013+§+i
HT ~ 780 HT 780

ricaviamo:

A© HA+ AT

or ~  HT
_ HA AT
=@r tar

(Per (280))
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_ 2911 30134545
780 780
5924+ 1+
B 780
In conclusione,

A© 592437
—_— <
er 740

come si voleva dimostrare.

76 Infatti,
1

4
1823 = — (5924 + = + =
823 13(59 +-+

)

2
4
240 = —
0= 5780

Quindi, come affermato nel testo,

(Per (273) e (277))

(281)

1 1
(5924 + 3 + 4) 1780 = 1823 : 240

Archimede semplifichera dunque i conti successivi usando, al posto della disuguaglianza

AO _ 5924+ 3+1
er 780
la disuguaglianza
Ao 1823
or ~ 240

77 Dimostriamo che, come affermato nel testo,

AT 1838+ &
_ < [
re 240

Dal teorema di Pitagora

AT? =T0O? + 407,

segue
AT\? T+ 4Ae?
re/  rez
L (A0
o re
1 (182 2
240
3380929
2402
Quindi,
AT _ /3380929
re 240
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Ora Archimede approssima dall’alto /3380929 con 1838 + 2 (Si veda (169)):

9
V3380929 < 1838 + (286)

Pertanto, abbiamo infine
AT 1838+ &
b & § 2
e < 240 (287)

come volevamo dimostrare.

78 Si consideri il triangolo rettangolo © AT, il cui cateto OT ¢ il lato del poligono regolare

inscritto di 24 lati, e si bisechi 'angolo © AT" con AK. Dunque, KT ¢ il lato del poligono
regolare inscritto di 48 lati. Ragionando come nei casi precedenti, possiamo calcolare
un’approssimazione dall’alto del rapporto AK/KT:

AK  ©A+ AT
KI' er
OA AT
= — —|— R
er ' er
1823 1838+ 2
< +
240 240
3661+
240

(Per (283) e (287))

da cui segue
AK _ 3661 + 1
KT 240
Ora si ha

11 9 11
0 (3661 + 11) = 1007, @240 = 66

ossia, in modo equivalente,
9
1007 : | 3661 + )= 66 : 240 =11 : 40 (288)

Dunque, alla fine:

AK 3661+ 4 (3661 + %)

22 = 2
KT = 240 1940 (289)
1007
_ o7 290
66 (290)

Ovviamente, questi ultimi conti non si trovano nel testo. Sono soltanto una possibile
ricostruzione “moderna” che non escludo possa essere scarsamente utile, o addirittura
fuorviante; si vedano, a questo proposito, i commenti in Fowler [18], pag. 245).

Il testo stesso & un po’ criptico: Pespressione éxatépa ydp éxatépac o W (ciascuno dei due,
infatti, rispetto ad altri due, come 11 a 40) si puo interpretare in pitt modi. Sulla base dei
conti fatti sopra, interpretiamo comunque nel modo seguente: il rapporto % ¢ minore del
rapporto di 1007 a 66; infatti, ciascuno di essi (cio¢, 1007 e 66) sta, rispettivamente, ad altri
due termini (non specificati nel testo, e che sono appunto (3661 + 19—1) e 240) come 11 sta a

40 (si vedano le proporzioni (288)).
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79 Dimostriamo che una stima dall’alto per il rapporto AT'/TK & data da:

AT 1009 + ¢
—_— < — 291
TK = 66 (201)
Con le stesse argomentazioni utilizzate nei casi precedenti, abbiamo:
Ar\?  TK?+ AK?
') K2
=1+ AR\’
- 'K
1 2
<1+ (227> (per (289))
667 + 10077
- 662
1018405
662
L’approssimazione dall’alto di /1018405 scelta da Archimede e
1
/1018405 < 1009 + G (292)
Dunque,
AT 1009 + ¢
—_ < — 2
TK = 66 (203)

come volevamo dimostrare.

80 Ora consideriamo il triangolo rettangolo K AT" e bisechiamo I’angolo K AT" con AA. Dunque,
AT & il lato del poligono regolare inscritto di 96 lati. Come nei casi precedenti, calcoliamo
un’approssimazione dall’alto del rapporto AA/AT":

AN KA+ AT
AT~ KU
_ KA ar
K KT
1007 1009 + %
<56 + 66 (Per (289) e (293))
2016+ ¢
66
Dunque,
AN 2016+ %
o6 294
AT S 66 (294)
81 Dimostriamo che .
AD 2017+ 1
e 4 2
TA = 66 (295)

Con il solito procedimento, abbiamo:

AT\?  TA?+ AA?
TA) —  TA?
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L (A
o TA

2016 + 1\ °
<1+ <66+6> (per (294))

667 + 20167 + 672 + 5
B 662

4.069.284 + o
B 662

L’approssimazione dall’alto di 4/4.069.284 + % scelta da Archimede ¢
1/4.069.284 + L < 2017 + 1 (296)
R 36 4

AT _ 2017 + 1
TA 66

Dunque,

(297)

come si voleva dimostrare.

82 ‘Invertendo’ significa qui: passando ai reciproci. Vale a dire: abbiamo trovato, con (297),
un’approssimazione dall’alto per il rapporto tra il diametro del cerchio e il lato I'A del
poligono regolare di 96 lati inscritto nel cerchio:

DIAMETRO AT < 2017 + 1
LATO 96-GONO INSCRITTO  L'A 66

Ora dobbiamo passare ai reciproci,

LATO DEL 96-GONO INSCRITTO T'A 66
=-—=>—7 (298)
DIAMETRO AT~ 2017 + 3
in modo da trovare infine (moltiplicando per 96) una stima dal basso del rapporto
PERIMETRO DEL 96-GONO INSCRITTO 96 T'A - 96 x 66 6336 (299)
DIAMETRO T AT 2017 +1 2017+ 13

83 Arrivati alla disuguaglianza (299), occorre ora trovare un’approssimazione dal basso per

2061373f +. Come abbiamo gia visto nel caso delle approssimazioni mediante poligoni circoscritti
4

(si veda lo sviluppo (263)), si puo congetturare che Archimede, per svolgere i conti, abbia
fatto ricorso a una tecnica basata sulle divisioni successive, utilizzata anche negli sviluppi in
frazioni continue. Ad esempio, nel caso in esame:

6336 _ 25344 . 1 1 L 10
2017+ 1 8069 1 1 71

(300)

Quindi, come scritto nel testo, 6336 € maggiore di 2017% moltiplicato per 3%:

1 10
6336 > (2017 + 4> (3 + 71)

Dunque, riassumendo, si € dimostrato che
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10 PERIMETRO DEL 96-GONO INSCRITTO
342 < (301)
71 DIAMETRO DEL CERCHIO

84 Riassumendo, si ¢ dimostrato che da un lato valgono le dusuguaglianze:

10 < PERIMETRO DEL 96-GONO INSCRITTO < CIRCONFERENZA

3+ — (302)
71 DIAMETRO DIAMETRO
e dall’altro:
CIRCONFERENZA  PERIMETRO DEL 96-GONO CIRCOSCRITTO 1
< <34z (303)
DIAMETRO DIAMETRO 7
Dunque, da (302) e (303), segue
10  CIRCONFERENZA 1
3+ =< <3+ (304)
71 DIAMETRO 7
Con le notazioni attuali, abbiamo infine dimostrato che
10 1
3+ - <7m<3+ 2 (305)

71 7

85 Si ricordi che tputhacinyv € superlativo di tpimhdotov, che significa triplo. Quindi, significa
piu che triplo.

86 Su questa questione si vedano anche i lavori di D. Richeson [42] e [43], pag.112.

87 Se una linea piana (¢v émnédew) congiunge il punto A al punto B, i suoi estremi (népata) sono
i due punti A, B. Le linee curve (xopnOion ypoypol) sono chiamate nenepoopévor ypopol
(da mépac: confine, limite, bordo) quando sono dotate di due punti estremi (cioe, detto in
modo meno corretto, hanno un punto iniziale e un punto finale). Qui non ho tradotto
nenepaouéval ypouuol come linee limitate (come fanno Mugler [2] e Heath [24]). L’espressione
‘linea limitata’ puo essere fuorviante se il temine ‘limitata’ si interpreta secondo il significato
attuale del termine in geometria: una figura piana F e limitata se esiste un cerchio che la
contiene. Nei seguenti assiomi (d€1épota), o definizioni, del trattato Sulla Sfera e sul Cilindro
(che qui non riportiamo perché non utilizzati nella Misura del Cerchio) Archimede estende il
concetto di linea con punti estremi a quello di ‘superficie con lineea estrema’, che potremmo
chiamare ‘superficie con bordo’.

88 L’arco di curva dal punto estremo A al punto estremo B ¢ sempre tutto contenuto in uno
dei due semipiani individuato dall retta AB.

89 L’espressione énl t& a0td significa dalla stessa parte (o nella stessa direzione).

90 Non riportiamo, perché non rilevanti per la Misura del Cerchio, le successive interessanti
definizioni e i corrispondenti postulati per le superfici convesse, e per le superfici convesse
aventi tutte come bordo una stessa linea piana (Mugler, [2], pag. 11).

91 Se tra tutte le curve concave dalla stessa parte, che congiungono gli stessi punti estremi, ce
n’e una che ¢ inclusa in tutte le altre, questa e quella di lunghezza minima. Ad esempio, tra
le curve disegnate qui sotto, quella di lunghezza minima sara ACB.
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92 Tl rapporto m = CIRCONEERENZA )] cago in esame.

DIAMETRO

93 Seguiamo le notazioni di F. Borceaux [5].

94 Toeplitz aggiunge inoltre che dalle traduzioni arabe di alcune opere di Archimede - in

particolare, dai testi di Al Biruni che citeremo piu avanti -, sappiamo che Archimede non si
limito a scoprire le formule di duplicazione e bisezione - gia presenti, almeno implicitamente,
nella Misura del Cerchio. Infatti, arrivo a dimostrare un teorema (detto della corda spezzata,
esposto nel paragrafo 5.4.2), strettamente correlato alle formule di addizione e sottrazione

per sin(a + 8) e sin(a — 3).

95 Seguiamo 'esposizione di O. Toeplitz [54], The Calculus: A Genetic Approach, pagg. 18-22,

Archimedes’ Measurement of the Circle and the sine tables.

96 Da s3, =2—/4—s2 segue
4

4—s2=(2-53,)% dacui s2=4s3 —s3,
Ricaviamo quindi la (91):

_ 2
Sp = Sapy/4 — S5,

97 Tabit ibn Qurra (826-901), uno dei piu influenti scienziati dell’epoca d’oro islamica, ap-
partenente alla comunita religiosa dei Sabiani di Harran in Mesopotamia - una religione
politeista poco conosciuta - era di madre lingua siriaca e padroneggiava l’arabo e il greco.
Fu attivo a Baghdad nella seconda meta del IX secolo, in un luogo e un momento storico tra
pit importanti di tutta la storia della matematica e della scienza in genere. Scienziato di
grande talento, fu influente anche per le sue traduzioni: tra I’altro, degli ultimi tre libri delle
Coniche di Apollonio e del trattato Sulla Sfera e il Cilindro di Archimede. Curo la revisione
degli Elementi di Euclide e dell’ Almagesto di Tolomeo; si occupo, oltre che di matematica,
anche di astronomia e di filosofia.

La Baghdad di quel tempo era sede della famosa Casa della Saggezza (arabo: &Sy | o

Bayt al-Hikmah) che possiamo paragonare a una prestigiosa accademia di ricerca, dotata di
una delle biblioteche piu ricche del tempo.
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Per informazioni sulla biografia di Tabit ibn Qurra e per farsi un’idea della vastita e della
profondita dei suoi interessi, rimando a Roshdi Rahed (Ed.), [44].

98 Nell’introduzione al suo lavoro sulla costruzione del lato dell’ettagono regolare inscritto nel
cerchio ([49], pag. 74) Tabit ibn Qurra dichiara di avere fatto una grande fatica a ricostruire
il contenuto del Libro di Archimede - il cui originale gia a quel tempo era andato perduto - in
quanto disponeva soltanto di una copia apocrifa che giudicava corrotta “a causa dell’ignoranza
e della mancanza di comprensione dell’argomento del suo copista.”

99 Un risultato che, come abbiamo visto, era gia implicitamente contenuto nella Misura del
Cerchio (uguaglianza (99)).

100 11 titolo originale arabo del libro:
551! gJ:J\fj‘;N CJ:;;.../\ Rj\.&J risalah istihrag dlawtar fi ‘ldarah

si puo tradurre letteralmente come Trattato sull’estrazione delle corde nel cerchio, o come
Trattato sul calcolo delle corde nel cerchio. Tedesco: Buch der Auffindung der Sehnen im
Kreise; inglese: Book of Derivation of Chords in the Clircle, oppure A Treatise on Drawing
Chords in a Circle. Lo scopo di questo libro era di esporre proposizioni di geometria utili
per la costruzione dele tavole delle corde in un cerchio. Si trattava, nella sostanza, di tavole
equivalenti a quelle dei seni utilizzate per gli studi di astronomia, come quelle contenute
nella classica opera Almagesto di Tolomeo (circa 150 d.C.). II successivo teorema della corda
spezzata (dovuto a Archimede) da un esempio importante del legame tra il calcolo delle
corde e la formulazione classica della trigonometria (nel caso del teorema in questione, le
formule di addizione e sottrazione del seno).

101 1l grande scienziato islamico persiano al-Birtini nacque nella regione centroasiatica del
Khwarizm nel 973 e mori nel 1048 a Ghazna, nell’odierno Afghanistan. Diede importanti
contributi in uno spettro molto ampio di discipline, tra le quali la matematica, ’astronomia,
la geografia, la medicina, lo studio comparato delle religioni e la filosofia. Si reco in India, per
studiarne lingua, scienza, religione e altri aspetti della cultura e della societa. Introdusse in
India gli Elementi di Euclide e L’Almagesto di Tolomeo, curandone la traduzione in sanscrito.
Il trattato sulle corde di un cerchio ([50]) - da cui abbiamo estratto il teorema attribuito da
Al Biruni stesso a Archimede - doveva soprattutto fornire le basi matematiche per la sua
classica opera di astronomia Canone di Masud.

102 Altri studiosi, come Brummelen ([8], pag. 32, e Toomer [55]) ritengono invece che il passaggio
dal teorema della corda spezzata alle formule di addizione e sottrazione non sia stato cosi
immediato, e quindi sono scettici riguardo alla possibilita che Archimede abbia potuto
utilizzare il teorema della corda per gli scopi della trigonometria. Comunque si veda la
questione, mi sembra ragionevole sostenere che il calcolo delle corde di Archimede permetteva,
sul piano teorico, non soltanto di costruire le tavole dei seni di Tolomeo, ma addirittura di
migliorarle. (O. Toeplitz, [54].)

103 Per facilitare la lettura, nella dimostrazione che segue aggiungo qualche spiegazione in piu
rispetto alla traduzione in tedesco del testo di Al Biruni fatta da Suter [50], pag. 13.

104 S. Giinther, [22], Die quadratischen Irrationalititen und deren Entwickelungsmethoden, Abh.
zur Geschichte der Mathematik, IV. Heft, 1882. pag. 10: “Der erste griechische Mathematiker,
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der, was keiner vor ihm gethan, mit irrationalen Grdssen rechnen musste und sich nicht
damit begniigen konnte, tber dieselben zu spekulieren, war Archimedes.”

105 Questo potrebbe essere il caso, per dare qualche esempio, delle approssimazioni delle radici
quadrate in (158), (161) e (169).

106 Si vedano, ad esempio, gli studi di Hofmann[30], Hultsch [31], Heath [24] e Loria [38].
107 Si veda, ad esempio, I'introduzione alle opere complete di Archimede in Heath [24].

108 Per la ricostruzione del calcolo delle radici quadrate presso i Babilonesi, in particolare per
I’approssimazione Va2 + b=~ a -+ %, si veda Fowler e Robson ([19], pag. 25).

109 Questa semplice osservazione non sembra essere esplicitata dagli autori dei lavori citati
sopra.

110 Si dimostra che lo sviluppo in frazione continua di un numero irrazionale ¢ periodico se, e
solo se, il numero ¢ un irrazionale quadratico, cioé un numero irrazionale che ¢ radice di un
polinomio di secondo grado a coefficienti razionali ( Teorema di Lagrange, 1770. Si veda [33],
pag.47).

111 Erone di Alessandria, del quale non si conoscono le date precise di nascita e morte, & vissuto
verosimilmente attorno al I secolo dopo Cristo. L’opera Metrica ¢ stata ritrovata nel 1896.

112 FErone nella sua opera Metrica enuncia e dimostra la formula dell’area di un triangolo in
funzione dei lati, ma non ne rivendica la scoperta. Il grande scienziato persiano Al Biruni
(vissuto tra i secoli X e XI d.C.) attribuisce il risultato allo stesso Archimede. Inoltre
al-Biruni dimostra (senza peraltro attribuirsene la scoperta) ’analoga formula (nota oggi
come formula di Bramaghupta) relativa al quadrilatero:

AREA QUADRILATERO = /(s — a)(s — b)(s — ¢)(s — d)

(dove a,b,c,d sono i lati e s = ¢ il semiperimetro) affermando correttamente che
la formula vale se i quadrilateri ciclici, cioe inscrivibili in una circonferenza (condizione
quest’ultima che sembra sembra essere sfuggita agli Indiani; G. Loria [39], pag. 203).

a+b+c+d
2

113 Traduzione mia (F.L.).

114 11 testo di Erone dice (in modo un po’ stringato) che per passare da a; = 26121/3 a
un’approssimazione migliore as si deve prendere, al posto di 729, il valore 720 + 1/36 e
poi ‘procedere nello stesso modo’. Interpretiamo cosi: nello stesso modo in cui si definisce

o = %(ao + %?) (a partire da ap = v/729), si dovra definire ay = %(al + %0) (a partire

da o = /720 + %) Si noti, pero, che per calcolare vy (la media aritmetica di g e 720/ ),
non occorre estrarre alcuna radice quadrata.

115 Esprimiano la questione nel linguaggio di oggi. Le due successioni reali monotone e limitate
Bn, @, sono entrambe convergenti e, per la condizione (192), hanno lo stesso limite V.
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In altri termini, gli intervalli [3,, ay,] costituiscono una successione di intervalli compatti
inscatolati, di ampiezza tendente a zero per n — 400, che definisce il numero v/d.

116 Le approssimazioni

2ab b b
i <\ a2+b _
a+4a2+b a+2a+%< a“ + <a—|—2a

sono utilizzate da Gino Loria in [38] per ricostruire le TABELLE [28], pubblicate da J. Heiberg,
contenenti numerosi valori approssimati di radici quadrate calcolate dai matematici greci.
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A  Tabelle di numeri

Riportiamo la corrispondenza tra lettere e numeri nella numerazione ionica (incluse
le lettere arcaiche) e le scritture di tutti i numeri che compaiono nel testo della
Misura del Cerchio. Per un approfondimento sulla numerazione (e sulle unita di
misura) nel mondo greco, rimandiamo all’ottimo lavoro [17] di Heinrich F. Fleck.

a/ B/ Y/ 6/ 8 q_/ (F/) C/ _r]

1 2 3 4 5 6 7 8

L/ x/ )\/ b}./ V/ E/ O T[/

10 20 30 40 50 60 70 80

e o’ T V' ¢’ X ¢’ o}

100 200 300 400 500 600 700 800

ot P Y 0 £ 5 C b
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

/L /X />\ /H /V /E /O /Tc
10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000
/p /0 /-E /U /(P /X /q) /0“)

100 000 200 000 300 000 400 000 500 000 600 000 700 000 800 000

'8/
9

LI/
90
?)\/
900

0
9000

A
90 000

2

/

900 000

Tabella 2:

Corrispondenza lettere-numeri nella numerazione ionica.

Lettere arcaiche Nome

Valore numerico

qoppa
sampi
stigma

90
900
6

digamma 6

Lettere arcaiche e loro valore numerico.

Proposizioni 1 e 2

L
2
Cr'
]_—
Tabella 2:
o =1
B =2
0w = 14
wo! = 21

I AR N |
—_

\)

Tabella 3:
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Proposizione 3

v = 306
ovy’ = 153
ofe’ = 265
oo’ = 571
ovy’ = 153

M duv’ = 349.450
ﬁ ’
M yud = 23.409

@ha’ = 591
guol ' = 591 %
ovy’ = 153
0EB = 1162
e N = 1162%
opof = 1172
apof” N = 1172%
PTA = 2334
PR & = 2334%
P & = 2339
P & = 2339%
ooy’ = 4673
Syoy £ = 46733
un’ = 48
®0 = 24
Ls" = 96
Oyoy = 4673

Syoy ' = 46733
M Sy = 14.688

¥ = 667
Y& L = 6675
oatve = 1351

b = 780

oupe

L

ey
x4
N4
EAND
eand /!

£ LY

owny’
oy’
5
y’
AT

LA Ve

/ac/
&’
o

’

tt
o
oS

&=
P’ =

P’
B
Pl o
FTAS
;

oo

f

o

1560

2911
3013
30131

30131 %
5924

5924 L
5924 1 1
1823
240

13
1838
1838 &
1007
66

11

40
1009
1009 &
66
2016
2016 ¢
2017
2017

6336
10
71

3

70

Tabella 4: Numeri che figurano nella Proposizione 3 della Misura del Cerchio.
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B L'alfabeto greco. Piccolo glossario.

L'alfabeto greco

Tabella 3: L’alfabeto greco

Lettere Nome Lettere Nome Lettere Nome

A« alpha 1 iota P p rho

B g beta K x kappa X o sigma

' v gamma A A lambda T 7 tau

Ao delta M pu mu T v upsilon

E €, epsilon N v nu ® ¢, phi

Z C zeta = & xi X x chi

H n eta O o omicron ¥ 1 psi

© 0,9 theta II = pi Q w omega
Piccolo glossario

Elenco delle abbreviazioni

agg. - aggettivo; fut. - futuro; pass. - passivo;
aor. - aoristo; gen. - genitivo; prep. - preposizione;
avv. - avverbio; masch. - maschile; pron. - pronome;
cong. - congiunzione; mat. - termine matematico; sing. - singolare;
ecc. - eccetera; neu. - neutro; sost. - sostantivo.
femm. - femminile; part. - participio; v. - verbo.

&yw, (v.) fare; condurre, tracciare (una retta).

GAN&,  (cong.) ma, per altro.

&hoyog -ov (agg.) irrazionale.

auPOTEPOS -0t -0V,  ciascuno dei due, ['uno e l’altro.
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gvahoyio, (sost. mat.) proporzione (matematica).

avamaAty, inversamente; invertendo. — AVATAALY AOYOC, rapporto reciproco: g e
avamaiy Aoyog di %
dwiooc, disuguale, diverso. Avo peyed&v aviowv exxeévovy, [..|, Assegnate due

grandezze disuguali, |[..].

avti, (prep. con il gen.) al posto di, invece di.

afiowpa, (sost.) assioma; principio intuitivo GELOUATY, aSSIOMA.

anoywyn, (sost.) riduzione. (Ricondurre una proposizione a una proposizione
precedente, o una proposizione a un assurdo.) 1 €ic @d0vatov dnaywyy, riduzione
all’assurdo.

anédelllc -ewe, N, (sost.) dimostrazione.

doo, dunque.

Sordude, 6 (sost.) numero.

doluueTpoc -ov (agyg.) incommensurabile.

dromov, assurdo. In modo letterale: che non ha luogo. Da tén0C, spazio.
aToéC, N, -6 (pron. e agg. dimostrativo) stesso.

agonpéw, togliere, sottrarre. dgpoupeVd, aor.cong.pass.. Eqv dpoupedi], se viene
sottratto |...]. to dgoupolueva, cio che é sottratto, le [parti] sottratte. opolwe ¢
oetyUrioeTon, xdv Aulon i T& dpopolueva, in modo simile sard dimostrato, se le
[parti] sottratte sono le meta.

Bdotg, -ewg, 1 base. tfj Bdoe: alla base, per base.

Bovlopou, (v.) wolere, desiderare.

Yép, (cong.) infatti.

Yiyvouar, (v.) risultare, accadere, aver luogo, ottenersi. ~ywyvetou: (mat.) si
ottiene, risulta (in un calcolo).

yovia, | (sost.) angolo.
Yedoew, (v.) disegnare (una figura)

Yoouur, N (sost.) linea, linea retta. e00€lor yooupr, linea retta; segmento.
xoumOaL yeoupal, linee curve.  XoUTUAOL TEMEQUOUEVAL Yoouudl, linee curve con
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punti estremi. &v emnéde ypoupal, (mat.) linee piane (su un piano). T&v 8¢
GV YeauU&Y Ta )T TEpuTA EYWOW XTA., tra tutte le linee aventi gli stessi
[punti] estremi ecc. .

Oct, (v.) é mecessario.

ocuevulL,  dimostro, mostro, spiego.

Ociéic -ewe, M, (s.) dimostrazione.

0éxa, dieci.

oetyUroeTon, fut. pass. di d€wxvuul: sard dimostrato.

on, (cong.) cos.

Otd T& adTd,  per lo stesso motivo, per le stesse ragioni (spiegate prima). L’espres-
sione introduce una conclusione logica, basandola su argomentazioni precedenti.
Con lo stesso significato: xata ta adTdL.

Oduetpoc, (sost.) diametro.

dlopopd, 1, (sost.) differenza.

ddpopov, O, (sost.) differenza.  GHote TO ddpopov Yovddoc EoTl ubplov AT,
pertanto la differenza rispetto all’unita é una parte [pari a] 1/36.

owdpopog, ov, differente, diverso.

owdpeoic -ewg, 1) separazione, divisione.
Simhaoldlew (v.) raddoppio.

otya, in due, in due parti uguali. oiCo 1) Uno BAD <fj AH, si divida in due parti
uguali (I'angolo) BAG mediante AH.

duvdpet, (dativo di dUvouc: potenza). Come termine matematico: quadrato.
Esempi. AB duvdyet: il quadrato di lato AB. In una proporzione (ad esempio, La
Misura del Cerchio, Prop. 3), se EH e HI' sono segmenti, I'espressione EH mpoc
HI" duvduel Aoyov Eyel, Ov.. significa: I quadrati su EH e su HI' stanno tra loro
come ... ecc. (Quando si vuole enfatizzare che si considera il rapporto tra due
segmenti £ H e HI', e non tra i loro quadrati, si usa talvolta ’espressione EH mpoc
HI' urxer Aoyov €yer, ov.. , EH sta a HI' in quanto lunghezze, come...ecc. Qui
uixer (da prxoc, lunghezza) significa in lunghezza, in estensione lineare. Come
termine non matematico, in particolare filosofico, duvdyer significa: virtualmente,
n potenza.
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duvatdy, possibile. Ei duvatov.., se possibile... (Modo per introdurre una dimo-
strazione per assurdo.)

dVo, (numerale) due.

gBdouog, 1, ov (agg. num.) settimo. Tlovtog xOxhou 1 meplpeTpog Tiic dopetpou
TeimAaciov €0TL xol ETL Uepéyel EAdooovL gV 1) EBOOU pépel Tfic Slopéteou, ueilovt
ot 1) 6éxa EBdounxocTtoudvols: il perimetro di ogni cerchio ¢ piu che triplo del
diametro e lo supera di meno della settima parte del diametro e piu di 19/71 (del
diametro).

eyyiov -ov, (agg. comp. e sup. di eyyOc ) piu vicino, il pit vicino.

eyypdepewy, inscrivere. Eyyeypdpdw TO TETEPAYWVOV: Si inscriva il quadrato.
éyyota, (avv.) molto vicino. Superlativo dell’avverbio éyylc, vicino.

eyyle, (avv.) wicino.

el, se (particella condizionale).

2 7’
elu, eivar  (v.) essere.

Eiligdw, si prenda. Eikfpdw xévtpov 16 N: si prenda (si consideri) il centro N.
(Dal verbo hopBdéve, prendo.)

clpnuéva, part. da Epéw, Epi(7), dire, menzionare. & eipnuévo oyfuata, le figure
ricordate, esaminate.

exdtepoc, ognuno dei due, l'uno e l'altro.
Exxeon, passivo di Extideu, assegnare, esibire.

Exxewévey,  participio, genitivo plurale di  Exxear. Ao yeyeddv aviowyv
Exxeévoy, [..] Assegnate due grandezze disuguali, |..]

ENdocowy, minore, inferiore.

EVOANGE, alternativamente, in posizione incrociata. Come termine matematico,
significa: ‘permutando’, ‘proprieta del permutare’ nelle proporzioni. La propor-
zione a:b=c:d equivale, permutando i termini medi (permutando i termini
estremi) alla proporzione a:c=10:d (rispettivamente, d:b=c:a.)

enel, dopo che, poiché. (Congiunzione temporale e causale).

emlebyvupt, (v.) congiungere, unire. €0l TIVEC ... YPUUUOL ..., of TEV T& TépaTol

emlevyvUoLoEY aUTEY eVIELBY ... Ohow ETl T& aUTA €lowy, ci sono delle linee curve
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che si trovano per intero dalla stessa parte dei segmenti che congiungono t loro
estremt.

eninedoc, -ov (agg.) piatto, piano. &v EmmEdw xouUmOIUL TETECUOUEVAL YO,
(mat.) linee curve piane con punti estremi.

em@dvera, 1, (sost.) superficie. Ildong ogoipac 1 Empdvewa , la superficie di ogni
sfera.

€T, ancora, inoltre.

e0lic -gla -0 (agg.) retto, dritto. e0l€io ypauuy), linea retta; segmento. ol
e0ielon néioon eml T& awTd tinTouoty THg Yeouufic, ¢ segmenti cadono per intero dalla
stessa parte della linea (nella definizione di linea concava nella stessa direzione).

e000ypauuoy, poligono. Usato anche come aggettivo, significa: rettilineo. Per
esempio, nella Definizione 1.9 degli Elementi di Euclide un angolo viene definito
rettilineo (eudUypapuuov) se i suoi lati sono segmenti. (I greci consideravano anche
angoli racchiusi da linee non rette, ma curve).

ebploxw,  (v.) trovo. ebproouev, troveremo. (La famosa esclamazione elpexo
significa: ho trovato.)

epdmteotan, (v.) toccare, essere tangente.
epamtopev, tangente. TteTURoVwouy ol TepLpERELan Blyar, xal Ny Voo EQanTouevo
0L T6Sv onuelwv, si bisechino gli archi in due parti uguali e si mandino le tangenti

nei punti (di suddivisione).

€yew, (v.) avere. Aoyov €yel, ha rapporto; ..uctova Aéyov €yel finep.., ha
rapporto maggiore di.. .

fj, verbo essere eiui , 3 sing. congiuntivo. opoiwg d¢ deryUroeTon, x&v Mulon 1)
T4 dponpolpeva, in modo simile sard dimostrato, anche qualora le [parti] sottratte
sitano le meta.

7 éx 00 xévtpou, il raggio. La (parte di retta) dal centro. Espressione con la
quale i geometri greci denotavano il raggio di un cerchio. 1 6¢ AB éx 10U xévtpou
€otl 1ol xxhou, AB ¢ il raggio del cerchio.

fitol,  (avv.) veramente, certamente, proprio. ..ypoyual, of ... fror GAa Em
& aOTd elow, .. linee che stanno proprio per intero dalla stessa parte..((mat.)
definizione di convessitd).

n ono OAP,  langolo (di vertice A) individuato dalle semirette AO, AP,

fion,  (avv.) gia, di gia; inoltre.

137



Nuohog, -o, -ov  (agg.) una volta e mezza rispetto a (con il gen.), nel rapporto
di uno e mezzo a uno, (cioe, di tre mezzi).  1lac #x0OAvOpo¢ Bdotv gV Exwy TOV
uéyiotov xOxhov 16V v Tf] ogalp, Uog 6¢ Toov Tfj dlapétew Tiic ogaipag, AULOALOS
€0l Thic ogaipag xol N Empdvera adTol PETd TEY Bdoewy NuoAla tic Empaveiog THg
ogaipac. Ogni cilindro avente come base il cerchio massimo della sfera e altezza
uguale al diametro della sfera é una volta e mezza la sfera e anche la sua stessa
superficie, con le basi, ¢ una volta e mezza la superficie della sfera.

fuov,  (sost. neu.) la metd. mhéov Yuou mavtéc la metd € piu dell’intero.

fluoug,  (agg.) meta, neu. pl. Tuion le metd, ouoiwe 8¢ dewydioeton, xdv Nulon
1) T dponpolpeva, in modo simile sara dimostrato, anche se le parti sottratte sono
le meta.

fitee.  Dopo un comparativo: che, di. 1 AB npoc I'A peilova héyov Eyel finep
Y mpog [, AB ha rispetto a CD rapporto maggiore di 3 a 2.

fitol, § ToL  veramente, certamente.

Tooydviov, ‘equiangolo’, con gli angoli uguali. Nella Misura del Cerchio (Pro-
posizione 3), il termine indica una relazione tra due triangoli: avere gli angoli a
due a due uguali. Tooydwiov 1o AHI' ¢ TTHZ tpiydve |, 11 (triangolo) AHG ha
gli angoli uguali (ordinatamente, a due a due) a quelli del (triangolo) GHZ. Detto
altrimenti, i due triangoli sono simili. Ma il termine icoy®viov, equiangolo, oltre
che una relazione tra un triangolo e un altro, puo anche denotare la proprieta di un
singolo triangolo (o poligono) di avere tutti gli angoli uguali tra loro. Ad esempio,
TOAY®WVOV [60TAEUPOY TE xal icoydviov € un poligono equilatero e equiangolo (un
poligono regolare).

ioémhevpoy, (agg.) equilatero. moklywvov icémhevpov, poligono equilatero. mo-
Aywvov icomheupdy te xal icoy@viov € un poligono equilatero e equiangolo (un

poligono regolare).

foog, uguale; equivalente, avente la stessa area. II8g xOxhog foog EoTl TELY OV,
ogni cerchio é equivalente (ha la stessa estensione, la stessa area) di un triangolo.

x&detog, perpendicolare. Anche come aggettivo sostantivato: segmento perpen-
dicolare a una retta data.

xohéw, (v.) chiamo. xol\& (xahéow), chiamero. Eml té adtd 81) xolhnv xahd
TV ToTNY Yeouurv xTh. , chiamero allora concava dalla stessa parte una linea
tale che ecc. .

xopmolog, -1, -ov, (agg.) curvo. xaumbdhon ypeoual, linee curve.

xomolog, -, -ov, (agg.) curvo. xaumbdhow ypopal, linee curve.
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%xav, anche se, crasi per xol &v.

XoToMuTave (xotokelnw)  lasciare, rimanere.  €av GnO TO” TOD XATUNELTOPEVOU
dponped] ueiCov 7 10 Yuov, se dalla [parte] restante si sottrae pit della meta.

xeioVw, (v.) si ponga (voce del verbo xeiuou, essere posto).

xeigon, (v.) essere posto. ueloVw olv ot lon npoc ¢ E f Uno 'EM, si ponga
uguale ad esso [l'angolo] GEM, [con vertice] in E.

xévtpov, centro. 1) éx ol xévtpov, il raggio. La (parte di retta) dal centro era
'espressione con la quale i geometri greci denotavano il raggio di un cerchio. 1 6¢
AB &x 1ol xévtpou o1l oD xOxhou, AB é il raggio del cerchio.

xolhoc, (agg.) cavo, (agg. mat.) concavo. Eml td adtd xolkny xoh& TV
TolWOTNY YRouuY, €V {] €V 8U0 onueiwy Aopufovouévmy omolwvoly ol YeTadD TaV
ornuelwy e0veion Atol mloon €l & adTd TnTOLVOW THC Yeouufic, xTA., dico concava
dalla stessa parte una tale linea, per la quale, presi comunque due punti su di essa,
i segmenti di retta che li congiungono si trovino per intero dalla stessa parte della
linea ecc. .

x0xhog, cerchio. o6 péyotog xdxhog, il cerchio massimo (di una sfera).
Kixhov Métenowe, Misura del Cerchio.

xOAVOpog,  cilindro.

®BVOC, cono.

howBdve,  (v.) prendo, assumo. haufdvo 8¢ talta, assumo queste [le seguenti]
(proprieta, defnizioni etc.). howPavéueva, (mat.) assunzioni (o postulati). eidigdon
eéml tfic AB tuyov ornueilov 10 Z, si prenda sulla retta AB un punto qualunque Z.

AowBavopeva, (n.) asunzioni (postulati). (Verbo howfBdve).

Ayw, (v.) dico, affermo (Aéyew, dire). Aéyw, 6T loog éotiv dico che é uguale.
oUuueTea ueYEDN Adyetan T xTA. si dicono grandezze commensurabili quelle ecc. .

Aelnw, (v.) lasciare, restare.

Noyog,  (sost. mat.) rapporto. Noyov €yet: ha rapporto. ‘O x0xhog mpog O Ano
Tfic dlapétpou TeTPdYWVOY AdYOoV Exel, Ov... : Il cerchio ha rapporto rispetto al
quadrato costruito sul diametro, come..(eccetera). €yetv Aoyov érdocova, (uellova):

avere rapporto minore (maggiore). &v 1@ a0t Adyw, nello stesso rapporto.

ownde, 1, 6v, restante, rimanente. (Da heinw, lasciare.)
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udAhov, piu, di piu. (Comparativo dell’avverbio udha, molto.)

uéyedoc, grandezza. (Anche come termine matematico.) Avo yeyed&v dvicwy
Exxeévoy.., Assegnate due grandezze disuguali ecc. .

uélov, péllov, maggiore, piu grande. (Comparativo di péyac; gen. peilovoq)
gav amo tol uetlovog dgoped] ueilov 1) To Huiov, se si sottrae dalla maggiore una
[parte] maggiore della meta. | I'E mpoc I'H peiCovo Adyov Exel finep @oa’ mpoc
ovy’, GE ha rapporto rispetto a GH maggiore di 571 a 153.

uépog -oug, (sost.) parte.

uepilw, (v.) dividere. pépoov tac Y’ eic tov xL, si divida 720 per 27.
uetall, (avv. di luogo o di tempo) nel mezzo, nel frattempo.

UETENOLS, misura.

uixet, in estensione lineare, in lunghezza. (Termine matematico.) Da urfxoc,
lunghezza. EH npoc HI' ufixel Aoyov Eyel, ov.. , EH sta a HI' in quanto lunghezze,
come... eccetera.

unxog, lunghezza.

ute, wna. (Femminile di €ic.) Dativo: wd. pio t@v nepl ™y 6p0hy, uno dei lati
attorno all’angolo retto, uno dei cateti (di un triangolo rettangolo).

Hovdc -ddog, 1 unita.

uoéplov, 0, parte, pezzo.

éhoc [-n, -ov], (agg.) tutto, intero.

éuotoc [-a, -ov], (agyg.) simile, somigliante.

ouolwe, (avv. di buoloc) similmente, in modo simile. ouoiwe 6 deryOoeton |..]
in modo simile si dimostra |..].

omep, oonep  proprio quello che, come. onep dtomov, il che ¢ impossibile; il che ¢
assurdo; questo non puo succedere. Omnep €0l Oeilou, come si doveva dimostrare.

omep €0l motfjoo, come si doveva fare.

opdoyoviov,  (agg. mat.) ad angolo retto, rettangolo.  tplywvov dpdoynvioy,
triangolo rettangolo.

0p06¢ [-1, -6v], (agg. mat.) retto (riferito a un angolo). 6p9% 1 Uno I'AB: l"angolo
I'AB é retto.
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op006tNG, W, (sost.) precisione, correttezza, esattezza, rettitudine.
oV, dove. Genitivo dei pronomi personali 6¢, 6v.
. . .
oVv, infatti, certamente.
oU0Elc, messuno. oLOEVOS, gen. di nessuno.
o 4 ~ . . \ ~ .\
ouTog, aLTY), TOLTW, (pron. dimostrativo) questo. i tata, per questo, percio.

obtwe,  (avverbio di obtog) in questo modo, cosi, come. Nelle proporzioni: &¢ 1
A mpoc v B, obtwe 7 I' mpog v A, A sta a B, come I sta a A.

ndc, tutto, ogni. TAC xOxhog, ogni cerchio. O mic apriuode, ogni numero.
népoc, atog, (n.) limite, confine, (mat.) estremo, bordo. ypouufic 0¢ népota
ornuela, gli estremi di una linea sono punti. ciol twveg ... ypouuol ..., of TGV T&
mépatal EMLEVYVUOLOESY aUTEY eVleldy ... Ao Entl T a0t loty,, ci sono delle linee
curve che si trovano per intero dalla stessa parte dei segmenti che congiungono le
loro estremi. (Definizione di Archimede delle curve con la concavita tutta da una
stessa parte, contenuta nel trattato Sulla sfera e sul cilindro.)

mépotal,  (sost. mat.) estremi (punti estremi). Plurale di népoc.
TEQLYEYQUUUEVOY,  circoscritto.

nepryeyeaupévov e0d0ypouuoy, poligono circoscritto.

TEPLYQEAPELY,  circoscrivere.

nepluetpog,  perimetro.

nepluetpog To0 x0xhou, perimetro del cerchio; la circonferenza.

neppépeta,  (sost.) circonferenza, ‘periferia del cerchio’ Nel 1706 il matemati-
co gallese William Jones utilizzo la lettera greca w, iniziale di nepipépeia (e di
neplyetpoc), per denotare il rapporto tra circonferenza e diametro di un cerchio.
nepwpépetan,  (sost. plurale) archi di circonferenza.

nintw, (v.) cadere.

mhevpd, (sost. mat.) (1) lato. (2) Radice quadrata. 6 x0 mheupdv et tOV
x{: 729 ha come radice quadrata 27.

TohOywvov,  (sost. mat.) poligono.
néptoya,  (sost. mat.) corollario.
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mpoc, (prep.) riguardo a, rispetto a. (mat.) Nelle proporzioni, ¢ | A npog thyv
B, obtwe 7 I' mpog v A: A sta a B, come C sta a D. f; AB npoc I'A, il rapporto
di AB a CD.

npootidew, (v.) aggiungere, sommare. tpéoVec, (aor. imp.) aggiungi. npdoVec
tac xC, aggiungi 27.

Tpo-undpyw, (v.) esistere prima, pre-esistere. TA CUUTTOUATA TEO-UTTiPYEY , le
proprieta pre-esistevano.

ovppetpio, (sost.) simmetria (a) Misurazione, misura, metodo per determinare
Uarea o il volume di una figura. (b) Commensurabilita (proprieta di due grandezze
di essere commensurabili).

obupetpoc, (agg.) commensurabile. cOupetpa Yeyédn Aéyeton T& 16 aOTE YETER
uetpolueva, grandezze commensurabili si chiamano quelle che sono misurate [con
numeri interi| dalla stessa [unita di| misura, Euclide, Elementi, Libro X.

obuntwua, (sost.) proprieta; pl. cuuntouaToL.

CLVAPPOTEPOS, CUVOUQOTEROL,  ambedue insieme. ocuvoupdtepog 1 ZE, EI', la
somma ZE + EI'. cuvougdtepoc ) BAD npoc BI', 1 AH npo¢ HI significa:
(BA + AT'"): BI' = AH: HT".

obveyyug,  (awvv.) wicino. ouveyyiCwy, piu vicino. o6 ocuveyyllwv ¢ ¢’
TeETPAYWVOC €0ty O e, il quadrato pin vicino a 720 ¢ 729.

ouvdévtl, (obvieoc hoyou). (mat.) ‘componendo’ Applicare la ‘proprieta
del comporre’ in una proporzione. ‘Componendo’ (cuvdévty; letteralmente: per
uno che ha composto), dalla proporzione a : b = c:d seguono le proporzioni:

(a+b):b=(c+d):d e (a+b):a=(c+d):c.

ogoipa, (sost.) sfera.  Ildonc ogaipac 1 émpdvelo tetpomiacia €0l xTA. la
superficie di ogni sfera € quadrupla ecc.. 1ldoo cgaipo TeTpamAacia EGTL XHVOU
00 Bdotv yev €yovioc xTA. ogni sfera ¢ quadrupla di un cono avente base ecc. .

oyfiua -atog, 16, (sost.) figura, forma. Nel testo di Archimede questo termine,
senza altra specificazione, denota in generale una figura il cui contorno contenga
(almeno) un arco. Per denotare una figura il cui bordo ¢ costituito solo da segmenti
rettilinei, si puo specificare: €000ypauuov oyfiua, figura rettilinea. ToLTOV TGV
oynudtwy oty ouppetpela, tra queste figure ¢’é simmetria (commensurabilita).

wtunto, € tagliato. Perfetto passivo di téuve (tagliare). 7 bno ZEI' tétuntan
tetpdc obya, [l'angolo ZEG é stato diviso quattro volte in due parti uguali.

TETPAYWVOY, quadrato. To ano tdic AB tetpdywvov, anche abbreviato in: 16 dno
tdc AB, il quadrato su AB.
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Tsrpdoug, quattro volte.

Tetpanidotog, o, ov  (agg.) quadruplo, quattro volte tanto.

Tufjue, segmento; sezione. (Da téuvw, tagliare.) tufjua xOxdov, (mat.) segmento
di cerchio, segmento circolare (parte di cerchio compresa tra un arco e la corda
che lo sottende).

Tplywvog -ov, (agyg.) triangolare.

Telywvoy, triangolo. Tplywvov dpdoyviov, triangolo rettangolo.

TeimAdotlog, triplo, grande tre volte tanto.

Toimhaciwy, piu che triplo. Comparativo di teimAdotoc. La forma tpimiaciwy
viene utilizzata nel testo anche per denotare semplicemente triplo.

TeitoC, M, oV, terzo. Tplta OVO, due terzi.

Umoxewan,  essere assunto come ipotesi. Essere fondamento; essere supposto,
essere stabilito.

Unepéyw, (v.) superare, sopravanzare.
Unepoyfj, (sost. femm.) la parte eccedente, l'eccedenza; la differenza.
uno, (prep.) git, al di sotto. 7 Unod ZEI' (mat.): l'angolo LZET.

Umoxewan,  essere assunto come ipotesi. Essere fondamento; essere supposto,
essere stabilito.

OOXELTOL,  Supposto. &S LTOXELTAL, come supposto, come stabilito.

@Uowc, (sost.) natura. @OoeL, per natura.

yodpew, (yoipw) rallegrati, salve (forma di saluto). yodipe, salve.

Wote, di consequenza, percio, pertanto. OOTE xal O xUxhog ETL SOV TEiTAACiwY

goti xal pellwv M Vod/, e di consequenza il (perimetro del) cerchio é piu del triplo
e 10/71 (del diametro).
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C Elenco dei passi riportati in greco

o Archimede, Sulla Sfera e sul Cilindro 1, (Superficie e volume della sfera),

pag. 17

o Archimede, Sulla Sfera e sul Cilindro 1, (Rapporto tra cilindro e sfera),

pag. 19
o Archimede, Sulla Sfera e sul Cilindro I, (Lettera a Dositeo),

pag. 20
o Archimede, La Misura del cerchio, pag. 21
o Euclide, Elementi, Libro X, Proposizione 1, pag. 33
o Archimede, Sulla Sfera e sul Cilindro 1, (Definizions), pag. 46
o Archimede, Sulla Sfera e sul Cilindro 1, (Postulati), pag. 46

« Erone, Metrica, (Calcolo delle radici quadrate, Metodo di Erone), pag.90
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