Esercizi di ripasso
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Esercizio

Trovare I'integrale generale dell’equazione:

1
L ~1 1
e T4 0, x € (-1, +00) (1)

Verificare, facendo i conti, che la risposta data é corretta.

RISPOSTE
Si pud vedere come equazioni a variabili separabili, oppure come

equazione lineare del primo ordine, omogenea.
1) Integrale generale: y(x) = Cﬁ’ CeR.
X
2) Verifica della correttezza della risposta. Sostituiamo

1 . .
y = Cm, (C € R), al posto di y in (1). Otteniamo:
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Esercizio

Trovare I'integrale generale dell’equazione:

1
'y~ _y—4 1,400 2
Y+ oy =4 x € (-1, +00) (2)

B Trovare la soluzione del problema di Cauchy:

1
!

v =14
y+x+ly

y(0) =1

definita sull'intervallo | = (-1, +00).

) RISPOSTE
C 4 2
1) Lot X7/ ), CeR
14 x 1+§
1 4 2
2) N (x +x°/2)
14 x 14+ x
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Esercizio

m Risolvere il problema di Cauchy

Y —y=x+1
y(0)=1

m Facendo i conti, controllare che la risposta data sia giusta.

RISPOSTA. y(x) =3e*—2—x, x eR.
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Esercizio

Trovare il polinomio di Taylor-Maclaurin di ordine due in xo = 0 (e
il grafico qualitativo vicino a zero) della soluzione del problema di
Cauchy

Y —y=x+1

y(0) =1

senza trovare prima esplicitamente tale soluzione.

SOLUZIONE. Per la condizione iniziale abbiamo: y(0) = 1.

Day' —y=x+1segue: y'(0)=y(0)+0+1=2.

Day' —y=x+1segue: y" =y +1, e quindi
y"(0)=y'(0)+1=2+1=3.

Quindi il polinomio di Taylor-Maclaurin di ordine due in zero &

l—i—2x—i—§x2
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Esercizio

Calcolare I'integrale (non-orientato, curvilineo di prima specie, o di

densita)

/ (x* +y?) zds
C

dove la curva C & parametrizzata da C (t) = (sin 3t, cos 3t, 4t),
0 <t <. (Massa di un'elica di densita di massa (x2 + y2) zds).

RiSPOSTA.

O

(x*+y?) zds = / (sin23t + cos?3t) 4t\/(3 cos3t)> + (—3sin3t)® + 16 dt
0

- 4/1‘\/9 (cos?3t + sin®3t) + 16 dt
0

s

= 20/ tdt = 1072,
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Esercizio

Sia C la cubica gobba (twisted cubic)

R —R3  C(t)= (¢, t%)

Calcolare C'(t), C"(t), C'(t) x C"(t). Dimostrare che la
curva C & biregolare (cioé, C'e C" non sono mai paralleli).

Trovare la terna fondamentale T,N,B in t = 0.

Calcolare la curvatura k(0) in t = 0.

A Calcolare la curvatura k(t) in t € R.

B Trovare le equazioni dei piani (T,N), (N,B), (B,T) int = 1.
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Calcoli per la cubica gobba C(t) = (t, %, t°). (Parte 1)
1) C'(t) = (1,2t,3t%), C"(t) = (0,2,6t), C' x C" = (6t>, —6t,2).

C'(t) x C"(t) # 0. Quindi C & biregolare.

2) T(0) = C'(0)/|C(0)| = (1,0,0), ~ C€"(0) =(0,2,0).
Siccome C"(0) L C'(0), si ha: N(0) = C"(0)/|C"(0)| = (0,1,0).
Quindi B(0) = T(0) x N(0) = (0,0, 1).

Metodo generale (da seguire quando C” non & ortogonale a C’):

s _ (o) xCc"0) _ :
Prima: B(0) = C(0) x C7(0)] (0,0,1);

Poi: N(0) = B(0) x T(0).

€(0) % €"(0)]  |(1,0,0) x (0,2,0)|
= = — 2
3 +0) =GR 1,0,0)
|C"x C" 2v/9t* +9t2 + 1

4) r(t) = [CB 7~ (1442 +9)32

Federico Lastaria. Analisi e Geometria 1. Esercizi di ripasso (1) 8/10



Calcoli per la cubica gobba C(t) = (t,t?, t°). (Parte 2)

5) ATTENZIONE. | vettori (T, N, B) si intendono ora in t = 1.

Per trovare i tre piani (T,N), (N,B), (B, T) in C(1) =(1,1,1),
troviamo tre vettori paralleli rispettivamente a B, T e N.

a) (N, B). Un vettore parallelo a T & C'(1) = (1,2,3). Quindi:
Piano normale (N,B): 1(x —1) +2(y —1)+3(z—1) =0

b) (T, N). Un vettore parallelo a B &
C'(1) x C"(1) = (1,2,3) x (0,2,6) = (6, —6,2). Quindi:
Piano osculatore (T,N): 3(x —1) —3(y —1)+1(z—1) =0

c) (B, T). Un vettore parallelo a N & aB x 8T (a, 8 # 0), ad
esempio (3,—3,1) x (1,2,3) = (—11,8,9).
Piano rettificante (B, T): —11(x —1) —=8(y — 1) +9(z—1) =0.
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Esercizio

Sia C la cubica gobba

Dimostrare che C non é piana.

Disegnare le proiezioni ortogonali di C sui piani coordinati
(x,¥), (v, 2), (x, 2).

(Difficile, non richiesto) Disegnare, approssimativamente, la
curva C (cioé, disegnare la sua immagine).
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